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Introduction générale et contributions

Les travaux présentés dans ce manuscrit de thése portent sur la sélection de modéle pour les
machines & vecteurs support (Support Vector Machines, SVM) [104] a cout quadratique mettant
en ceuvre une discrimination. Ils abordent successivement le cas bi-classe et le cas multi-classe
(Multi-class Support Vector Machines, M-SVM). 11 s’agit précisément de choisir les valeurs des
hyperparameétres du probléme de ’apprentissage de ces machines de maniére & optimiser les
performances, en I'occurrence le taux de reconnaissance du classifieur retenu.

L’objectif est de fournir un ensemble de méthodes réalisant automatiquement ce choix, qui
soient efficaces au sens ou elles fournissent un bon compromis entre la qualité du classifieur
et le temps nécessaire & son obtention. La premiére référence & dépasser est I’approche naive :
une recherche exhaustive sur une grille. Les hyperparamétres des SVM sont le coefficient de
régularisation et le noyau. Le choix de la valeur du coefficient de régularisation permet de réaliser
un compromis entre la simplicité du classifieur et son adéquation aux données d’apprentissage. Le
noyau fournit la mesure de similarité entre exemples au coeur du principe inférentiel. Ce travail
de thése a pris le parti d’aborder la sélection de modéle par le biais du parcours du chemin de
régularisation [90], c’est-a-dire en balayant 1’ensemble des solutions du probléme d’apprentissage

pour une plage de valeurs du coeflicient de régularisation.

Contributions

Nous avons apporté trois contributions principales au domaine d’étude.

Choix de la valeur du coefficient de régularisation pour la /,-SVM
Apreés avoir redémontré les résultats relatifs au parcours du chemin de régularisation de la £1-SVM
[32], en précisant au passage le lemme 2 de [66], nous proposons un algorithme efficace pour le
parcours du chemin de la £5-SVM [32]. Cet algorithme n’est pas une extension directe de celui de
la £1-SVM, puisque 'évolution des multiplicateurs de Lagrange n’est plus linéaire par morceaux.
Il s’appuie sur un lien établi entre la £5-SVM et la SVM des moindres carrés (Least Squares SVM,
LS-SVM) [99]. Nous mettons en évidence le fait qu’il permet une intégration particuliérement
efficace d’un critére de sélection de modéle aux qualités démontrées : une approximation de
Perreur de la procédure de validation croisée leave-one-out dérivée de la "borne Span" [105].
L’inconvénient majeur de cette approximation réside dans son cofit en temps de calcul. Nous

établissons que lorsque le rang de la matrice de Gram est faible devant le nombre d’exemples,
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les complexités du parcours du chemin et de la sélection de modéle sont linéaires en le nombre
d’exemples. Des résultats expérimentaux illustrent la pertinence de ’approche préconisée. Il est
connu que la variance du critére de sélection de modéle est un facteur qui doit étre pris en
compte (voir par exemple [22]). Cette observation nous a conduits & proposer deux nouvelles
approximations de ’erreur en généralisation, 'une associée & la procédure de validation croisée &
V pas, autre a celle du bootstrap .632+ [41], c’est-a-dire a des estimateurs & plus faible variance
que ’erreur de validation croisée leave-one-out.
Choix de la valeur du coefficient de régularisation pour la M-SVM?
Reprenant la démarche appliquée dans le cas bi-classe, cette étude débute par 'introduction
d’une nouvelle M-SVM des moindres carrés obtenue comme extension de la M-SVM de Lee,
Lin et Wahba (LLW-M-SVM) [78], la "Least Squares Multi-class SVM" (LS-M-SVM). Nous dé-
montrons & nouveau que 'apprentissage de cette machine se réduit a la résolution d’un systéme
linéaire et que ’erreur de la procédure de validation croisée leave-one-out s’obtient sans avoir a
effectuer cette procédure. Les liens entre la LLW-M-SVM et la M-SVM? [63] nous permettent
alors d’étendre l’algorithme de parcours du chemin de régularisation de la ¢>-SVM a sa général-
isation multi-classe. Nous proposons ensuite une extension a la M-SVM? de la "borne Span" en
nous fondant sur la borne Rayon-Marge multi-classe [63]. Des considérations liées au temps de
calcul nous incitent & rechercher des approximations, ce qui souléve des problémes techniques
propres au cas multi-classe. Nous en présentons deux dont 'utilité pratique est établie par des
résultats expérimentaux.
Alignement régularisé de noyaux centrés

Cette contribution porte sur 'autre volet de la sélection de modéle pour les SVM : le choix
du noyau (plus précisément sa paramétrisation). Notre méthode se fonde sur le principe de
maximisation de I’alignement noyau/cible [35], dans sa version centrée [30]. Elle I'étend a travers
Iintroduction d’'un terme de régularisation. Nous l'appliquons & la recherche des valeurs des
paramétres d’un noyau gaussien elliptique, ce qui en fait également une méthode de sélection de
variables douce. Comme on pouvait I’espérer, la pénalisation ¢; s’avére efficace pour produire une
solution parcimonieuse. Les résultats expérimentaux obtenus sur des données jouet et du monde
réel illustrent l'efficacité de la méthode, qui fait ainsi converger harmonieusement sélection de

modéle et sélection de variables.

Plan

Le manuscrit débute par un chapitre d’état de V’art introduisant les machines a vecteurs
support pour la discrimination ainsi que les principales méthodes de sélection de modéle qui leur
sont attachées (chapitre . Le reste du plan suit la trame des contributions. Les chapitres [2] et
Bl qui traitent de la sélection de modeéle par parcours du chemin de régularisation, constituent le
ceeur du mémoire. S’y succédent les contributions relevant du calcul des dichotomies (chapitre |2)

et du calcul des polytomies (chapitre . Le dernier chapitre est dédié au choix des valeurs des



paramétres du noyau par maximisation régularisée de 1’alignement noyau/cible centré. Enfin,
nous attirons 'attention sur une contribution technique ayant permis 'obtention des résultats
expérimentaux des chapitres [3| et [l L’annexe [A] décrit un algorithme d’optimisation de la borne

Rayon-Marge multi-classe par descente en gradient.
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Chapitre 1

Machines a vecteurs support pour la

discrimination

« This one’s tricky. You have to use imagi-

nary numbers, like eleventeen ... »
—Calvin and Hobbes, Bill Watterson

Dans ce chapitre nous présentons tout d’abord le probléme de la discrimination. Les Machines
a Vecteurs Support (SVM) sont ensuite présentées en deux étapes : les algorithmes des SVM
bi-classes puis l'utilisation de SVM pour réaliser des polytomies. Une étude bibliographique
des différentes méthodes usuelles de sélection de modéle pour ces SVM conclut le chapitre. Ce

chapitre introduit les notations qui seront utilisées tout au long du manuscrit.

1.1 Cadre théorique

Hypothéses : Nous considérons des problémes de discrimination & @) catégories. Chaque objet
est représenté par sa description x € X et 'ensemble ) des catégories y peut étre identifié a
Pensemble des indices de catégories [1, @ ]. Nous supposons que (X, .A) et (), B) sont des espaces
mesurables et que le lien entre les descriptions et les catégories est caractérisé par une mesure
de probabilité P sur 'espace mesurable (X x Y, A® B). (X,Y) est un couple aléatoire a valeurs
dans X x ), distribué selon P. Cette mesure de probabilité P est inconnue et on souhaite inférer
de la connaissance & son sujet afin d’étre en mesure de classer des objets non étiquetés. Pour cela,
on suppose disposer d'un m-échantillon Dy, = ((Xi,Yi)), <<, constitué de copies indépendantes
de (X,Y).

Approche : Afin de représenter la connaissance sur P acquise & partir du m-échantillon D,,,
nous cherchons une fonction f sur I’ensemble de description vers ’ensemble des catégories dans
une famille de fonctions F. Pour mesurer la maniére dont cette fonction rend compte de P, nous

introduisons une fonction de perte.
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Définition 1 (Fonction de perte canonique pour la classification). La fonction de perte canonique

pour la classification est lindicatrice ¢ définie par
V(o) €V L(y,y) =1— 6,y
avec & le symbole de Kronecker.

Le risque se définit comme 'espérance de la fonction de perte :

Définition 2 (Risque). Pour f de X wvers Y, le risque R (f) est l’espérance de la fonction de
perte

R(f) =Exy)y~pr (Y, f(X))].

Lorsque la nature de la mesure de probabilité est évidente, elle ne sera pas mentionnée dans
Pespérance. Le risque fournit une mesure de I’adéquation de la fonction au probléme considéré.

Un classifieur présentant un risque minimum est appelé le classifieur de Bayes.

Définition 3 (Classifieur de Bayes). Parmi toutes les fonctions sur X vers Y celle minimisant

le Tisque est appelée classifieur de Bayes -

s = argmin R (f).
f
Le classifieur de Bayes est la meilleure fonction qu’il est possible de trouver pour effectuer
la. discrimination. Dans le cadre ol nous nous placons, la minimisation de cette fonctionelle
est impossible puisque la distribution P est inconnue. Toutefois, nous avons accés a la mesure

aléatoire P, (distribution empirique) définie par

1 m

avec d(x, y;) une masse ponctuelle en (X;,Y;). Cette mesure aléatoire permet la définition du

risque empirique.

Définition 4 (Risque empirique). Pour f de X vers ), le risque empirique R, (f) est l’espérance

de la fonction de perte respectivement a la distribution empirique, soit

m

1
R (f) = Egxyyep, LY F (X)) = — > (Y, f (X))
i=1
La minimisation empirique du risque est le principe inductif de base pour lequel on sait que,
pour certaines classes de fonctions, on dispose d’un résultat de convergence presque siirement

uniforme F_-] [104]. I’apprentissage s’appuie donc sur une classe de fonctions F donnée. Il est

1. Ce résultat est une extension du théoréme de Glivenko-Cantelli.
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Erreur d’approximation

d’estimation

FIGURE 1.1 — Décomposition du risque en erreur d’estimation et erreur d’approximation

important de noter que I'on ne fait pas I’hypothése que le classifieur de Bayes appartient & F.

Dans cette classe de fonction, le meilleur choix possible est

fr=arginf R(f).
feF

La fonction f obtenue par minimisation empirique du risque peut étre arbitrairement loin du
classifieur de Bayes. En effet, ’écart de risque entre cette fonction et le classifieur de Bayes peut
s’écrire comme la somme de 'erreur d’approximation et de lerreur d’estimation. La premiére
correspond & 'écart de risque entre la meilleure des fonctions (f*) de la classe et le classifieur
de Bayes (s). La seconde quantifie I’écart entre la meilleure fonction (f*) et celle fournie par le
principe inductif. Ces notions d’erreurs d’estimation et d’approximation sont & mettre en lien

avec le dilemme biais-variance [91].

La figure[I.1]les illustre. Elle met en évidence le compromis existant entre ces deux quantités :
plus F est riche, plus 'erreur d’approximation devrait étre faible, mais plus ’erreur d’estimation

risque d’étre grande (comme par exemple le sur-apprentissage), et inversement.

Toutefois, les résultats théoriques obtenus sur la minimisation empirique du risque permettent
d’aller plus loin. En effet, a taille d’échantillon fixée, pour les classifieurs & marge, le risque est

borné presque strement [58]
R(f) < Rym (f) + @ (m,d,,0)

avec R, (f) le risque empirique a marge (un majorant du risque empirique) et ® un terme de
controle croissant avec la complexité de la classe de fonctions considérée. Lorsque 'on travaille
sur de petits échantillons, le risque empirique peut étre faible devant ®. Afin de minimiser le
risque, il semble alors naturel de chercher une fonction qui soit en méme temps bien adaptée aux

données et suffisamment douce.
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Cette approche est notamment utilisée pour les machines & vecteurs support. La fonctionelle
(appelée fonction objectif) & minimiser n’est plus seulement le risque empirique mais la somme
d’un risque empirique convexifié et d’un terme de pénalisation. Cette formulation du probléme
d’apprentissage rentre dans le cadre de la régularisation a la Tikhonov [I02]. La pénalisation
choisie est inversement proportionelle & la simplicité de la fonction. L’'importance relative de ces
deux grandeurs est controlée par l'intermédiaire du coefficient de régularisation.

Les sections [2] et [3| sont dédiées a la recherche d’un bon compromis entre I’adéquation aux
données et la simplicité de la solution, c’est-a-dire au choix du coefficient de régularisation.

Dans le cadre de la sélection de modéle, nous cherchons a faire dépendre cette valeur des
données. C’est cette approche que nous traiterons dans nos méthodes de sélection de modeéles

par parcours du chemin de régularisation.

1.2 Problémes d’apprentissage des machines & vecteurs support

bi-classes

Nous commencons par définir I'espace fonctionnel sur lequel opérent les machines & vecteurs

support bi-classes puis présentons les problémes d’apprentissage de ces machines.

1.2.1 Espace fonctionnel

Nous considérons un probléme de discrimination binaire (calcul d'une dichotomie), pour
lequel I'ensemble des catégories ) est identifiable & {—1,+1}.
L’approche consiste en deux étapes :
— rechercher une fonction g, le classifieur, & valeurs réelles (d’une famille de fonctions G)
minimisant un risque empirique convexifié et pénalisé,
— construire la regle de décision d4 a partir de g.

Cette régle de décision d, est définie par :

g(2) <0<=dy(z)=-1
g(z) =0 dy(x) =*
g(z)>0<=dy(x)=1

L’introduction de la classe artificielle * permet de prendre en compte les cas d’indétermination.
Par abus de langage, le terme classifieur pourra étre utilisé pour ces deux fonctions quand le
contexte ne préte pas a confusion. En conséquence, 'exemple (x,y) € X x ) est bien classé par
dg si et seulement si yg (z) > 0. Pour choisir la fonction g nous disposons de dm = ((Zi, ¥i))1<i<m
une réalisation de D,,.

Dans la suite de ce chapitre, G est instanciée par la classe H des fonctions calculées par une
SVM. Cette classe de fonctions, construite & partir d’une fonction de type positif & valeurs réelles

K [13] et de l'espace de Hilbert & noyau reproduisant (Reproducing Kernel Hilbert Space, noté
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RKHS) correspondant[l] (Hy, (,-),), est H = (Hy, (-,)x) + {1} avec {1} I'espace des fonctions
& valeurs constantes sur X'. La propriété de reproduisance permet d’écrire les fonctions h de H

comme des fonctions affines sur ce RKHS :
VheH,3(hb) EH, xR/ Yz €X, h(z)=h(z)+b=(hkg)+Db

avec kg = k(z,-) € H,. Nous notons K € M, p, (R) la matrice de Gram de terme général
K; ;j = Kk (x4, ;) pour i et j entre 1 et m. Dans la littérature, les notions d’espace de représentation
(feature space) et d’application de représentation (feature map) sont couramment utilisées pour
décrire les machines & vecteurs support. Pour un noyau donné, il n’y a pas unicité de 'espace
de représentation et nous choisissons de travailler avec le RKHS. Nous préférons la fonction h
du RKHS a la fonction (w,-), (communément rencontrée dans la littérature) afin d’éviter une

référence explicite & un espace de représentation spécifique.

1.2.2 ¢;-SVM

En 1992, les auteurs de [15] présentent I'essentiel des concepts des machines & vecteurs sup-
port. [32] compléete [15] en introduisant pour la premiére fois le nom de machine & (réseau de)
vecteurs support et la notion de marge douce. En raison de ses bonnes performances et de ses
fondements théoriques, la ¢1-SVM a retenu D'attention de la communauté d’apprentissage. Son
apprentissage s’effectue en résolvant un probléme de programmation quadratique convexe, dont

la définition est la suivante :

Définition 5 ((;-SVM). Soit X un ensemble non wvide. Soit k une fonction de type positif
sur X2 a valeurs réelles. Soit H,, et H, les deuz classes de fonction induite par x décrite ci-
dessus. Soit Py, lopérateur de projection orthogonale de H,, sur H,.. Pour m € N*, Soit d,,, =
(%6, ¥i))1<icm € (X x V)™ Uensemble d’apprentissage. Une £1-SVM munie du noyau  est un
modele discriminant & grande marge entrainé par résolution d’un probléeme de programmation

quadratique conveze de la forme

Probléme 1 (Probléeme d’apprentissage d’une ¢1-SVM, formulation primale).

A 2
- h,£&) = = |[Pa,.h
n}}}glJ17p( &) = Mgl + 5 11 Pl

Vze[[l,m]], gz =0

S.C.

ou A € RY le coefficient de régularisation et £ € R™ le vecteur des variables d’écart.

Par la suite, puisque Pg,_h = h, nous n’utilisons plus 'opérateur de projection mais directe-

ment h. Le vecteur £ = (&), <icm € RY permet la relaxation des contraintes de bon classement.

1. L’existence d’un RKHS pour lequel x est un noyau reproduisant est prouvée par le théoréme de Moore-
Aronszajn [§].
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Il est possible de reformuler le probléme [1] sans les contraintes puisqu’a ’optimum nous avons :

& = (1 —yih (), avec () la fonction égale a l'identité sur R et retournant 0 ailleurs.

Plutot que de résoudre directement le probléme I} on préfére ordinairement résoudre son dual.
Celui-ci s’obtient par application de la dualité lagrangienne. Soit 5 = (Bi)lgigm € R le vecteur
des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de bon classement et 6 = (6;),;,, €
R’ le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés a la positivité des variables d’écart. Dans
la suite, nous noterons respectivement & (A), 8 (\) et 6 (\) les valeurs optimales de &, 8 et 6, afin
d’expliciter leur dépendance & A et nous utiliserons hy (respectivement hy et by) pour designer
la valeur optimale de h (respectivement la valeur optimale de h et b). La fonction lagrangienne
du probléme [I] est :

_ A m _
i=1

A Toptimum, le gradient de la fonction lagrangienne par rapport aux variables primales est nul.

L’indice du gradient correspond & la variable par rapport a laquelle nous prenons le gradient. De

_ & Oh(x
VaLi (1 0,6,0,0) = A~ Y )
i=1
" O(h, Kg,)
= Ah — 1Yi —
;ﬁ T
=M= Biyiki,
i=1
de
P ~ m
%Ll (h, bagaﬂvg) = _Zﬁlyl
i=1
et de
VELl (ﬁub7£7670) =1l _/8_9
on déduit :
_ 1
ha=5 D Bi (V) gt (L.1)
i=1
> Bi(Nyi=0 (1.2)
i=1
et

L = B(A) = 0(A) = O (13)

La substitution des équations (1.1 a (L.3) dans le lagrangien permet d’obtenir, & une multi-
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plication par A prés, 'expression de la fonction objectif du dual, soit :

Ji,a(B) = —%BTHB + 118,

ou H est la matrice de My, ,,, (R) de terme général
V(Z,j) S [[1,777,]]2 R hij = YiYjR (xi,xj) .

Les contraintes du dual se déduisent de (1.2) et (1.3), en tenant compte de la positivité des

multiplicateurs de Lagrange. En posant y = (4;);<;c,,, on obtient en définitive :

Probléme 2 (Probléme d’apprentissage d’une ¢1-SVM exprimée avec A, formulation duale).

max 1.4 (5) = — 67 HB + \IL5

Vie[l,m], 0<3 <1
y"'8=0
Naturellement, ce probléme dual est équivalent & celui obtenu en écrivant la fonction objectif

=112
sous sa forme standard : % HhHH + C’ZZ—"LI & avee C = %

Probléme 3 (Probléeme d’apprentissage d’une ¢1-SVM exprimée avec C, formulation duale).

1
max {aTHa + ITTna}
o 2
Vie[l,m], 0<a; <C
yT'a=0
Le lien entre les deux vecteurs de multiplicateurs de Lagrange est simplement 5 = Aa. Comme

dans le cas du vecteur (3, nous notons a (\) la valeur optimale de . Pour une valeur de A donnée,

nous avons a 'optimum

Vo € X, by (@) = (A, fa)utba = D ai () gik (25, ) +ao (V) = % <Z Bi (N) yir (zi, ) + Bo (>\)> :
=1 =1
(1.4)

Les conditions de Kuhn-Tucker complémentaires s’expriment sous la forme :

Bi () (yiha () =14+ & (V) =0

Vi ,m],
R VIR

Compte tenu de I’équation (|1.3]), les conditions de Kuhn-Tucker veérifiées par les exemples pour
lesquels f; (A) € ]0, 1] permettent de déterminer la valeur de by = ag (A) = 150 (A).
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1.2.3 /,-SVM

La £5-SVM se distingue de la £1-SVM par sa fonction objectif qui fait intervenir le carré de
la norme /¢5 sur le vecteur £ des variables d’écart au lieu de la norme #;. Nous commencons par
ré-établir ’équivalence entre 'apprentissage de cette machine et 'apprentissage d’une machine
a marge dure en posant un premier changement de noyau (cf. probléme . Cette formulation a
marge dure est une caractéristique importante de la machine de norme 2. En fait, il s’agit méme
de sa caractéristique principale. En effet, on dispose d’une borne sur ’erreur de validation croisée
leave-one-out de la machine & marge dure. Une fois la formulation & marge dure obtenue, nous
effectuons un changement de variable nécessaire pour faciliter les calculs permettant d’obtenir
les multiplicateurs de Lagrange lors du parcours du chemin de régularisation. Pour conserver une
formulation & marge dure malgré le changement de variable, nous changeons & nouveau de noyau
(probléme @ Nous conservons cette formulation pour le reste du manuscrit.

L’apprentissage d'une £5-SVM correspond & la résolution d’un probléme de programmation
quadratique trés proche dans sa formulation de celui de 'apprentissage d’une £1-SVM. Toutefois,
la positivité des variables d’écart ne fait plus l'objet de contraintes. On en comprend facilement
la raison, dans la mesure o une variable d’écart négative (pour un point bien classé) aurait pour
seule conséquence l'augmentation de la valeur de la fonction objectif (sans améliorer la satisfac-
tion des contraintes de bon classement). On retrouve naturellement ce résultat en appliquant la
dualité lagrangienne aux problémes avec et sans cette contrainte puisqu’ils sont associés au méme
probléme dual. Cette remarque nous permet d’écrire la formulation primale de ’apprentissage
d’une ¢5-SVM.

Probléme 4 (Probléme d’apprentissage d’'une fo-SVM, formulation primale).
min Jo, (h,€) = €13 + 5 |5
he PV 2 K
s.e. Vie[l,m], yih(x;) > 1—¢,.

Définissons alors le vecteur 8 = (8i);;c,, des multiplicateurs de Lagrange des contraintes
de bon classement. De maniére analogue a la convention utilisée dans la section le vecteur
B (A) (respectivement & (A)) correspond au vecteur 3 (respectivement au vecteur & des variables
d’écart) optimal pour le probléme défini par le coefficient de régularisation A. Le lagrangien du
probléeme [] s’écrit :

_ m A m _
Lo (h,b,& B) =D & + SIRIE = > Bilys (s ) +0) =1+ 1]
i=1 =1

A Poptimum, le gradient du lagrangien par rapport aux variables primales est égal au vecteur

nul. De
0

%LQ (i% ba{?ﬁ) = _yT/B
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nous obtenons y” 3 (A\) = 0 qui formera la contrainte égalité de la formulation duale. De

V§L2 (Ba bv&aﬁ) = 25 - 6

et
ViLa (h,b,€,8) = Ab = Biitia,
i=1
on déduit :
26(A) =B\ (1.5)
et

hy = Z YiBi (A) Kz,
=1

> =

Par substitution dans I’expression du lagrangien, nous obtenons la fonction objectif de la formu-

lation duale du probléme d’apprentissage :

1 1
Jra (B) = =BT Inf — o BTHB +17,5.
4 2\
Le hessien H est celui déja défini dans la section [1.2.2] En regroupant les deux termes quadra-

tiques, nous retrouvons la formulation duale d’une machine a marge dure en posant :

1

.. _ 1
V(i,5) €[Lm[, Fx(zi,2;) = Xﬁ(wz‘,ﬂﬁj) + =0 ;

2
avec & le symbole de Kronecker. En posant H ()) le hessien associé & &y, le probléme devient :

Probléme 5 (|Probléme d’apprentissage d'une ¢2-SVM, formulation duale).

g Jpa () = —3 57 H () 5+ 15,5

Vie[l,m], ;>0
y'6=0

S.C.

De plus, compte tenu de (|1.5]) les conditions complémentaires de Kuhn-Tucker se reformulent
comme suit :

Vie[l,m], Bi (A) |yiha (z:) — 1+ %51‘ (A)] =0.

Dans la suite, nous allons effectuer un changement de variable qui facilitera 1’écriture en
forme fermée. Comme dans le cas de la £;-SVM, nous posons a (A) = 18 (A). Ce changement
de variable permet de conserver la formulation & marge dure & condition d’effectuer un nouveau

changement de noyau. On pose

A5 (1.6)

YV (i,5) €[1,mF, kx (zi,25) = K (5, 25) + 5
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Il est important de remarquer que k) ne satisfait pas la définition d’un noyau, puisqu’il n’est
défini que sur la base d’apprentissage. Toutefois, par facilité de langage, nous ’appellerons noyau

dans la suite du manuscrit. En notant H (\) le hessien associé & k), nous obtenons alors :

Probléme 6 (Probléeme d’apprentissage d'une ¢5-SVM aprés changement de noyau, formulation
duale).

1
max Jy g () = —iaTH Na+1la

Vie[l,m], a; =0
s.c.
yTa=0
La nouvelle fonction objectif est égale a % fois la précédente. Pour toute la suite du docu-
ment, dans le cas bi-classe, on travaillera avec les variables duales du probléme [6] Les équations

importantes obtenues pour le probléme [6] sont les suivantes :

&= %)\a, (1.7)

hy = Zyiai (A) fz; + a0 (A). (1.8)
=1

avec o (A) = by. La notation ag (A) sera particuliérement utile pour faciliter la lecture plus loin

dans le manuscrit[]

1.2.4 SVM des moindres carrés

Une SVM des moindres carrés [99] (notée LS-SVM pour Least Squares SVM) est une SVM
dont le probléme d’apprentissage fait intervenir la méme fonction objectif que la f2-SVM, mais
pour laquelle les contraintes de bon classement sont des contraintes égalités : les variables d’écart

peuvent étre négatives. Le probléme d’apprentissage d’'une LS-SVM est donc le suivant :

Probléme 7 (Probléme d’apprentissage d'une LS-SVM, formulation primale).

: Az
r;g}gn{Hi\% +3 HhHi}

s.c. Yie[l,m], yih(z;)=1-¢&.

Suykens et Vandewalle ont montré que I’écriture du lagrangien et 'application des conditions
de Kuhn-Tucker permettent de réduire la résolution du probléme [7] & la résolution du systéme

linéaire suivant (équation (20) de [99)) :

0 yT apN)) (0
Yy H-l—%]m a (M) \1, )

1. Notamment pendant le calcul du parcours du chemin de régularisation et de I’approximation de I’erreur de
validation croisée leave-one-out par les spans.
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Cette machine joue un réle important dans I’analyse du parcours du chemin de régularisation
de la /5-SVM.

1.3 Problémes d’apprentissage des machines & vecteurs support

multi-classes

Nous nous plagons dans le cadre de la discrimination a @ catégories avec @ € N\ [0, 2]
Soit une classe G de fonctions de X vers RQ. A chaque classifieur g de G correspond la régle de

décision d, définie par :

Si 3k €[1,Q]: > , alors dg (z) = k
vrex [1,Q]: gk (x) > maxiz, gi (z) , alors dg () (1.9)

sinon dg (z) = *

avec * la catégorie artificielle introduite dans la section [[.2.1] Dans un premier temps, nous
présentons les approches de combinaisons de SVM bi-classes avant de décrire les machines &

vecteurs support multi-classes (M-SVM).

1.3.1 La combinaison de SVM bi-classes : un premier pas vers les SVM multi-
classes

Les méthodes de décomposition permettent d’aborder un probléme de discrimination a
plusieurs catégories (Q > 3) comme une combinaison de problémes de calcul de dichotomies.
Nous ne traitons ici que des deux principales méthodes de décomposition et laissons de coté, par

exemple, les méthodes & codes correcteurs d’erreurs.

1.3.1.1 Approches "un contre tous"

L’approche "un contre tous" est la plus simple et la plus ancienne des méthodes de décom-
position. Elle consiste & utiliser un classifieur binaire (& valeurs réelles) par catégorie. Le k-éme
classifieur est destiné & distinguer la catégorie d’indice k de toutes les autres. Pour affecter un
exemple, on le présente donc & @ classifieurs, et la décision s’obtient en application du principe
winner-takes-all : 'étiquette retenue est celle associée au classifieur ayant renvoyé la valeur la plus
élevée. On cite ordinairement comme plus anciens travaux évoquant I’emploi de cette stratégie
avec des SVM [92] (voir aussi [103]). Dans [89], les auteurs soutiennent la thése selon laquelle
cette approche, aussi simple soit-elle, lorsqu’elle est mise en ceuvre avec des SVM correctement
paramétrées, obtient des performances qui ne sont pas significativement inférieures & celles des
autres méthodes. Il convient cependant de souligner qu’elle implique d’effectuer des apprentis-
sages aux répartitions entre catégories trés déséquilibrées, ce qui souléve souvent des difficultés

pratiques.
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1.3.1.2 Approches "un contre un"

Une autre méthode de décomposition, tout aussi intuitive, est la méthode "un contre un"[48].
Ordinairement attribuée & Knerr et ses coauteurs [73], elle consiste & utiliser un classifieur par
couple de catégories. Le classifieur indicé par le couple (k,1) (avec 1 < k <1 < Q), est destiné
a distinguer la catégorie d’indice k de celle d’indice [. Pour affecter un exemple, on le présente
donc a ng classifieurs, et la décision s’obtient habituellement en effectuant un vote majoritaire

(maz-wins voting).

Une extension des travaux de Friedman est présentée dans [67]. Les auteurs considérent égale-
ment des classifieurs binaires estimant les probabilités a posteriori des classes P (k | x € {k,[}),
1<k <l<Q, et la synthése des sorties s’effectue au moyen d’une méthode nommeée "couplage
par paire" (pairwise coupling), de maniére a produire & nouveau des estimations des probabilités
a posteriori P (k | x) pour 'ensemble des @ catégories. Le modeéle probabiliste sous-jacent est
celui de Bradley-Terry [16], et la détermination de la valeur des paramétres s’obtient par ap-
plication du principe de maximum de vraisemblance. Notons que cette solution, qui impose de
post-traiter les sorties des SVM, semble en contradiction avec le principe méme de ces machines :
rechercher la frontiére de décision optimale (de Bayes) et non une estimation des probabilités a
posteriori. Et pourtant, les résultats expérimentaux fournis sont bons. De nombreux auteurs ont
proposé des améliorations de la méthode de base, portant soit sur la fagon de réaliser le couplage
par paire [83], [79], soit sur I’estimation des probabilités conditionnelles P (k | z,z € {k,l}). Pour
produire des estimations des probabilités a posteriori d’un couple de catégories & partir des sor-
ties de la SVM correspondante, Platt [85] propose d’utiliser un modéle paramétrique s’adaptant
directement & la probabilité conditionnelle de la classe "positive" sachant la sortie de la SVM. Il

considére spécifiquement le cas ou ce modéle est une sigmoide & deux paramétres A et B :

1
1+ exp (Aﬁ (x) +B>'

P(+1|ﬁ(x)> -

Les valeurs de A et B sont déterminées par un apprentissage appliquant le principe de maximum
de vraisemblance [80]. Nous utilisons cette approche dans l’annexe [B| comme référence pour la

comparaison de I'estimation des probabilités a posteriori.

Au-dela des arguments théoriques ou empiriques avancés pour justifier 'emploi de méthodes
de décomposition, une considération pratique explique leurs bonnes performances. Les experts
spécifiant le probléme d’apprentissage et effectuant la collecte des données ont souvent & 1’esprit
le schéma canonique dans lequel les catégories se trouvent étre aussi indépendantes que possible
les unes des autres (voir par exemple les catégories de 'annexe . Les membres de la classe 1
sont aussi différents de ceux de la classe 2 que de ceux de la classe 3. Les cas pratiques échappant

A ce schéma sont rares.
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1.3.2 Modéle générique de M-SVM

Les SVM bi-classes s’interprétent facilement de maniére géométrique grace a la notion d’hy-
perplan de marge maximale. Hélas, dans le cadre multi-classe cette notion ne s’étend pas de
maniére triviale. C’est sans doute une raison pour laquelle plusieurs M-SVM [110} 33| [78] [63]
ont été introduites sans qu’aucune ne s’impose. Dans un objectif de sélection de modéle, les
propriétés de la £o-SVM sont trés intéressantes. Malheureusement, I'extension naive de cette
machine ne permet pas de les conserver. La section 2.4.1.4 de [57] détaille ce point. La M-SVM?
[63] conserve cette propriété d’équivalence a une machine & marge dure : elle est aux M-SVM
ce que la £2-SVM est aux SVM. Nous présentons un modéle générique permettant d’englober
les extensions “utiles” de la £2-SVM ainsi que les extensions de la £1-SVM. Pour cela nous nous
appuyons sur [61] et introduisons une formulation générique de 'apprentissage des M-SVM.

Toutes les M-SVM sont des machines a noyau qui opérent sur une unique classe de fonctions
a valeurs dans R¥. Historiquement, cette classe de fonctions HS P {1}Q est construite & partir
de H,. Plutot que d’utiliser cette formulation classique, nous nous appuyons sur la définition des
RKHS de fonctions a valeurs vectorielles introduite par Wahba [106] afin de justifier le choix du

pénalisateur utilisé.

Définition 6 (RKHS de fonctions & valeurs dans R? [106]). Soit & une fonction de type positif
sur (X x[1,Q])? a valeurs réelles. Pour chaque (z,k) de X x[1,Q], la fonction Fofﬁg (1) de X
dans R9 est définie par

Rfﬁg ()= (E((=z,k), (- D)hi<<q-

Le RKHS (Hy (), (-,")z@) consiste en la variété linéaire de toutes les combinaisons linéaires

finies de Fcfﬁ) (+) pour (z,k) dans X x[1,Q] et de sa fermeture au sens du produit scalaire

¥ (za') € X2V (k1) €[1L,QP, (7% 7% i@ = & ((x, k), (+/.1)).
Nous définissons & présent le RKHS de fonctions & valeurs vectorielles qui est & la base des
M-SVM.

Définition 7 (RKHS H, ). Soit k une fonction de type positif a valeurs réelles sur X2. En
utilisant les notations de la définition [0, le RKHS de fonction a valeurs vectorielles a la base
d’'une M-SVM a @Q catégories munie du noyau k, (Hy g, (-, -)x.0), est le RKHS (H ), (-, )z@)

correspondant au choix du noyau K :
N (x,a:/) e X% vkl e [[1,@]]2, K ((x, k), (x’,l)) = 0k, K (x,ac/)

avec ¢ le symbole de Kronecker.

La fonction & de la définition [7] satisfait effectivement les hypothéses de la définition [6] En
effet & est un noyau sur (X x[1, Q]])2 comme produit tensoriel d’un noyau sur X2 et d’un noyau

sur [1, Q]]2 [04]. Par un raisonnement sur des suites de Cauchy, il est possible de montrer que
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cette définition de H, g peut étre reformulée en fonction de H, et donc retrouver la classe de

fonctions utilisée de maniére classique pour les M-SVM :

Proposition 1 (Caractérisation alternative de Hy g). Soit k une fonction de type positif a
valeurs réelles sur X et soit (Hy, (-,-)x) le RKHS associé, alors, Hy o = HY. De plus le produil

scalaire de H,, ¢ peut étre exprimé comme une fonction du produit scalaire de H,, :

De maniére analogue au cadre fonctionnel du cas bi-classe, la classe de fonctions sur laquelle

opérent les M-SVM est obtenue par somme directe :

Définition 8 (Classe de fonctions H, g). Soit k une fonction de type positif a valeurs réelles
sur X% et soit H, ¢ le RKHS de fonction & valeurs dans RQ associé & k d’apres la définition |Z7]
Soit {1} Uespace des fonctions a valeurs constantes sur X. La classe de fonctions a la base des

M-SVM & Q catégories dont le noyau est k est
Heo=H.od {1}9 = (H, ® {1}).
K:Q HvQ K

Les fonctions de H, o peuvent étre vues comme des fonctions affines multivariées sur Hy, .
En effet, par la propriété de reproduisance,

Vh € HHVQ, Vo € X, h(x) = B($) +b= (<;Lk,lﬁ7x>,.i7Q + bk)lgkg@’

ot la fonction h = (l_zk)1<k<Q est un élément de HY et b = (bk)lgng € R@. Rappelons que
’ensemble des exemples utilisés pour I'apprentissage est dp = (24, ¥i))1<jcpn € (X x V)™, Soit

RP™ (d,,) le sous-ensemble de R?™ constitué des vecteurs v = (Vt)1<1<om satisfaisant :

(V6-1)Q+3:) 1 <icm = Om- (1.10)

De maniére analogue, nous définissons Rgm (dm) = RO™ (d,,) N Rgm. Pour garder les nota-
tions simples, les composantes des vecteurs de R9™ (d,,,) sont écrites avec deux indices, c’est-
a-dire, v, a la place de v(;_1)Q4x, pour ¢ dans [1,m] et k dans ). En conséquence, se
simplifie en (viy,),<;c,,, = Om- De ce fait, les variables associées au couple d’indices (4,y;) sont
des variables artificielles.

Pour n dans N*, soit M, ,, (R) l'algébre des matrices de taille n x n sur R. Nous notons
M@m,om (dm) le sous-ensemble de Mgy, om (R) constitué des matrices M = (mtu)lgt,qum

satisfaisant :

vj e[1,m], (mn(j—l)myj)lgt@m = 0gm-
Par méme souci de simplicité, les matrices de Mg, om (dm) sont écrites avec quatre indices,
c’est-a-dire, mj j; au lieu de m(;_1)gyk,(j—1)Q+1; Pour (i,7) dans [1, m]? et (k,1) dans [1, Q.
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Avec ces définitions et notations a disposition, le modéle générique de M-SVM proposé dans
[61] se définit ainsi :

Définition 9 (Modéle générique de M-SVM). Soit X un ensemble non vide et Q € N\ [0,2].
Soit k une fonction de type positif a valeurs réelles sur X?. Soit H, g et He les deux classes
de fonctions induites par k d’aprés les définitions E?] et @ Soit Pu, , lopéraleur de projection
orthogonale de Hyq sur Hy . Pour m € N*, soit dp = ((4,9i))1<icm € (X X[1, Q)™ et
£ € ROM (dm). Une M-SVM & Q catégories munie du noyau k et de l’ensemble d’apprentissage d,,
est un modéle discriminant o grande marge entrainé en résolvant un probléme de programmation

quadratique convexe de la forme

Probléme 8 (Probléme d’apprentissage d’une M-SVM, formulation primale).

min { ]} + A1 Prohl o }
(vie[Lm], vk e[LQIN {uih, Kihy, () — i (z0) > Ko — €

Vie[l,m], V (k1) € (1,QI\{v:})*, Kz (& —E&u) =0

Vie[1,m], Vk € [1,Q\{wi}, (2-p)&x >0

(1= K1) S b =0

ot X € R, M € Mgmagm (dm) est une matrice de rang (Q —1)m, p € {1,2}, (K1,K3) €
{0, 1}2, et Ko € R, Sip=1, alors M est une matrice diagonale.

S.C.

L’expression de la formulation duale, dont ’obtention est présentée en détail dans [61], né-
cessite l'introduction des matrices N(-1) et N. Elles sont construites a partir de M et ne sont
explicitées, ici, que pour la M-SVM? qui est la machine d’intérét dans ce manuscrit. De plus,
Pexpression de la matrice H (K1) de la fonction objectif du modeéle générique ne sera pas donnée,
seul le hessien de la M-SVM de Lee, lin et Wahba (LLW-M-SVM), donc par voie de conséquence
de la M-SVM?, le sera.

Soit g € Rgm (dm) le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de
bon classement et soit 3 = (Zk?gyi 5ik> . Le probléme dual de|§]est :

1<i<m

Probléme 9 (Probléme d’apprentissage de la M-SVM a marge douce, formulation duale).

max Ju-sva,d (B)

Vie[l,m], Yk €[1,Q]\ {vi}, 0< (1 —K3)(2—p)Bik < (2—p) M ik
Vie[l,m], 0<K3(2—p)> pzy, Bik < (2= D) Dpry, Mik,ik
Vie[l,m], Vk €[1,QI\{wi}, (p—1)Bix 20

vk e[1,Q—1], 221121@:1{K15 i,k+(1—K1)$—5kJ}5¢z:0
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ol

Ju-svm,a (B) =

S (G )+ 0= KD - DN ) g4 Ka (- DTN 4 Kathp (L)

Les quatre M-SVM principales s’expriment comme des instances de ce modéle générique

Les valeurs correspondantes de ces hyperparameétres sont indiquées dans le tableau [I.1]

M-SVM M p| Ki| Ko | K3
WW-M-SVM | Ign(dn) |[1] 1] 1 [0
CS-M-SVM | ol5lom(dpm) [1] 1 | 1 [ 1
LLW-M-SVM | Igu (dwm) [1] 0 [ g5 | O
M-SVM? M® 210 | g5 ] 0

TABLE 1.1 — Paramétrage du modele générique pour les quatre M-SVM principales. Les 3 pre-
miéres sont celles de Weston et Watkins (WW), Crammer et Singer (CS), et Lee, Lin, et Wahba
(LLW).

Dans ce tableau la matrice M(?), I'instance de M correspondant & la M-SVM2, est de terme

général
2 V@ -1
mip = (1= 0g,) (1 01y,) (5k,l o1 ) Gij- (1.12)
En imposant 3;,, = 0, les valeurs des lignes et des colonnes qui étaient & zéro deviennent

indéterminées. Par simplicité de notations, nous choisissons de les fixer égaux au terme général

de la matrice. Nous choisissons de travailler avec ces notations compactes. La matrice N2 =
T .

M®" M@ est alors de terme général

qui s’écrit aussi
N =1, ® (Ig + 1013)

avec ® le produit de Kronecker.

La matrice N@ est définie par N® = m ® (IQ_l + 1Q_115_1>. Puisque les valeurs
propres de Ig_1 + 1Q—115_1 sont 1 et Q, N@ est inversible et son inverse est N
=1, ® (IQ_l — élQ_l 1571). La matrice ]\7(2)(71)7 qui est instance de N1 pour la M-SVM?2,

. . . —(2)~ . . -1
est construite en rajoutant des lignes et des colonnes 3 N(?) " de maniére a avoir N @D

égale
al,® (IQ_l — élQ_l 15_1). Par souci de simplicité de notation puisqu’il ne sera traité que de
la M-SVM? dans ce manuscrit, la matrice M?) sera remplacée par M.

Dans le cadre de la sélection de modéle, notamment pour l'utilisation de la borne Rayon-
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Marge, la formulation & marge dure est nécessaire.

Définition 10 (M-SVM a marge douce et a marge dure). Une M-SVM entrainée sous la con-
trainte d’une adéquation compléte auz données (§ = Ogm) est dite @ marge dure. Dans le cas

contraire, elle est dite ¢ marge douce.

La formulation duale du probléme d’apprentissage du modéle générique de M-SVM a marge

dure est :

Probléme 10 (Probléme d’apprentissage de la M-SVM a marge dure, formulation duale).
max —iﬁTHﬁ + Ky15 3
8 4\ m

vEe[1,Q-1], M 0, {K15yi,k+(1—K1)$—5k,l}5u=0

Comme nous 1’avons vu dans la sous-section [1.2.3] la formulation duale de la £5-SVM corre-

S.C.

spond & la formulation duale d’une machine & marge dure "a un changement de noyau prés"[].
Ainsi son erreur de validation croisée leave-one-out peut étre bornée par la borne Rayon-Marge

[104]. La littérature fournit une telle machine pour le cas multi-classe.

1.3.3 M-SVM?

La M-SVM? a précisément été concue afin d’obtenir une machine dont la formulation duale
du probléme d’apprentissage soit équivalente a celle du probléme d’apprentissage d’'une machine

& marge dure.

Proposition 2. La formulation duale du probléme d’apprentissage d’une M-SVM? est identique
a la formulation duale du probléme d’apprentissage d’une LLW-M-SVM & marge dure (G un

changement de noyau pres).

Puisque nous allons étudier la sélection de modéle pour la M-SVM?2, il est intéressant de

détailler ce point.

Démonstration. La réécriture du probléme correspondant & la LLW-M-SVM & marge dure

est :

Probléme 11 (Probléme d’apprentissage d'une LLW-M-SVM, formulation duale).

mﬁax{—BTHﬂ—F o-1%¢ ! 1 mﬁ}

Vie[1l,m], Vk €[1,Q]\ {wi}, Bir =0
Vke[l,Q—1], YL 121 1( ‘5/”)

1. Nous utiliserons couramment cet abus de langage.

S.C.
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avec pour terme général de la maitrice Hessienne H :

1
hik j1 = <5k,z - Q) K (T, 25) .

La réécriture du probléme E] correspondant & la M-SVM?2 est :

Probléme 12 (Probléme d’apprentissage d’une M-SVM?, formulation dual).

R T Wy T D T
mpc{ = LA HG - TNV 4 o6

Vi 6[[1,771]], vk e[[va]]\{yl}v sz =0
vk e[LQ 1], X7 X2, (& - ) Ba =0

avec H la matrice du probléme|11] et N la matrice de terme général

S.C.

Nikji = (O + 1) 05 5.

)

A la lumieére de la fin de la section [1.3.2}, on remarque que nz(k_jll est égal & hyp j si K (2, x5)

est remplacé par d; ;. En effet, si nous définissons ainsi le noyau «' :
V(i) €[L,mP, & (zi,2j) = A, (1.13)

nous obtenons alors ) . )
T AT Ar(-1)p T g1t
H N = H
SATHB + 8TNCYVg = ZgTH'B,

ou H” est la matrice déduite de H en remplacant le noyau x par le noyau «” = k + «/. Il en
résulte que les problémes [11] et [12] sont identiques & un changement de noyau prés, ce qui conclut

la preuve. O

Une équation, valable pour la LLW-M-SVM a marge dure, qui sera utile dans le chapitre

est :
@ 1

112 = D IREIE = BNTHB (V) = ﬁleB () (1.14)
k=1

avec (h}))cpco = (% Yoy ZzQ:1 (é + 5k,l) B (N)y Ky + bk)l 0 la solution optimale du prob-
= = < ~X

leme [I1] L’exposant * dénotera toujours la solution optimale du probléme d’intérét lorsque sa

dépendance & A ne porte pas a confusion. Ce changement de noyau est le méme que celui du cas

bi—classeli-] (1.6), et donc nous posons, pour le cas multi-classe :

YV (i,5) € [L,mI, kx (zi,25) = & (25, 2;) + A 5.

1. Penser au changement de variable \' = %
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Pour la LLW-M-SVM & marge dure, la sélection des hyperparamétres est possible a I'aide de la
borne Rayon-Marge multi-classe. Puisqu’une formulation a marge dure existe pour la M-SVM?,
la méme méthode de sélection est applicable (voir annexe .

De maniére analogue au changement de variable du cas bi-classe, nous introduisons o = % B
de maniére & ce que A n’intervienne plus qu’une seule fois dans la fonction ob jectifﬂ L’apparition
du facteur un demi dans le changement de variable, par rapport au cas bi-classe, est due au choix
d’utiliser la formule du modéle générique ne faisant pas intervenir de coefficient un demi devant

le pénalisateur. La formulation duale du probléme d’apprentissage de la M-SVM? s’écrit alors :

Probléme 13 (Probléme d’apprentissage de la M-SVM?, formulation duale).
max JM-SVW,d (@)

Vie[l,m], Vk e[1,Q]\{vi}, i =0
Vke[l,Q—-1], >, Zlel (% —5k,l> a;; =0

S.C.

avec 1 1
T T
Iusvme,a (@) = —3% H(\)a+ O- Tlom®

ou H (N\) est la matrice de MQm,gm (R) de terme général

hik i (N) = <5k,l - 22) (K (@i, 5) + Adij) -

La sous-section suivante est dédiée a la question de la sélection de modéle pour les SVM.

1.4 Sélection de modéle appliquée aux SVM

Pour les machines a vecteurs support, la sélection de modéle correspond au choix du noyau
et & la détermination de la valeur des hyperparamétres, qui sont de deux types : le coeflicient de
régularisation A et les parameétres du noyau. L’estimation de I’erreur est un premier pas vers la
sélection de modéle. Nous présentons, dans un premier temps, les méthodes usuelles d’estimation
de l’erreur en généralisation. Les solutions dédiées a la sélection de modéle pour les SVM bi-classes

sont ensuite détaillées. La derniére partie présente des résultats spécifiques aux M-SVM.

1.4.1 Meéthodes classiques d’estimation de 1’erreur en généralisation

Les trois principales méthodes de sélection de modéle sont le hold-out, la validation croisée
a V pas et le bootstrap. Les critéres de la statistique classique, tel que AIC [I] et BIC [95], ne
sont pas habituellement appliqués aux SVM [7].

1. Cette fonction objectif est multipliée 1/2X
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1.4.1.1 Validation hold-out

La procédure de validation hold-out consiste a définir un ensemble d’apprentissage et un en-
semble de validation. Le premier ensemble sert & entrainer le classifieur alors que le second permet
d’évaluer les performances en généralisation. Cette procédure n’est intéressante que lorsque beau-
coup d’exemples sont & disposition. En effet, son principal défaut est de ne pas tirer le meilleur
parti des données. Une possibilité pour cela consiste a faire tourner le jeu de validation : il s’agit

de la validation croisée.

1.4.1.2 Validation croisée 4 V pas

Le principe de la validation croisée & V' pas consiste & partitionner I’ensemble d’apprentissage
en V parts approximativement égales. L’apprentissage se fait sur V — 1 parts alors que le test
se fait sur celle restante. Ce processus est répété pour chaque part. Le taux d’erreur global est

e, V/m) 1 erreur de validation

appelé I'erreur de validation croisée & V pas que nous notons Err
croisée a V pas est couramment utilisée dans une optique de sélection de modéle [97, [18]. En
pratique, V est souvent fixé & 5, 7 ou 10. Dans ces conditions, cet estimateur présente une faible
variance mais un biais élevé [12].

Lorsque V' = m, cette procédure porte le nom de validation croisée leave-one-out. En nous
inspirant de la notation de [41], nous notons Err(evd) I fréquence d’erreur de validation croisée

leave-one-out. Cet estimateur posséde la particularité d’étre presque sans biais [104] :

Théoréme 1 (Théoreme 10.8 de [104]). L’estimateur de la probabilité d’erreur fourni par la

validation croisée leave-one-out est presque sans biais au sens ou
E (pErreur) = E (Err(cv’l)> (1.15)

oU Perreur correspond & la probabilité pour que le classifieur entrainé sur un échantillon de taille

m — 1 commette une erreur.

Cette absence de biais, au prix d’une variance élevée, en fait un bon outil de sélection de
modele. Pour des raisons pratiques, la validation a petit nombre de pas est plus souvent utilisée
car la complexité de la procédure de validation croisée leave-one-out est au pire pour les SVM en
0O (m4) . Nous verrons par la suite que l'utilisation de bornes ou d’estimations de cette quantité

permet de diminuer cette complexité.

1.4.1.3 Bootstrap .632+

La procédure de bootstrap .632+ permet d’obtenir un estimateur de l'erreur en généralisation
possédant en méme temps un faible biais et une faible variance [41]. Cette procédure s’étend au
cas multi-classe mais, par souci de simplicité, ne sera détaillée ici que dans le cas bi-classe. Elle

se découpe en deux parties :
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— le calcul d’'un estimateur appelé leave-one-out bootstrap, qui est biaisé par valeur
supérieure,

— la correction de cet estimateur permettant d’obtenir ’estimateur de bootstrap .6324.

Leave-one-out bootstrap :  Soit B m-échantillons obtenus par re-échantillonage de ’ensem-
ble d’apprentissage. Nous appelons échantillons de validation les échantillons complémentaires
de chacun de ces B échantillons. L’estimateur de bootstrap leave-one-out correspond au calcul
de la moyenne des erreurs de validation d’un classifieur entrainé sur ces B m-échantillons. Pour
cette sous-section, nous notons D = (Z;);,,, I'échantillon d’apprentissage avec Z = (X,Y)
le couple aléatoire distribué selon P. Soit fp la régle de décision apprise sur le m-échantillon

d’apprentissage D.

L’erreur en généralisation de cette régle de décision fp par rapport & la distribution P est :

R(fp) = Ez~pr[Liy£sp(x))] (1.16)

ou D (et donc fp) est fixé et 1 la fonction indicatrice. R (fp) est donc l'erreur en généralisation
conditionnelle & I'ensemble d’apprentissage D. Le taux d’erreur apparent (aussi nommé taux

d’erreur en resubstitution) est :

1 m
Run (D) =By pllyrppoon] = — D My pn(x)) (1.17)
p=1

avec P la distribution empirique qui associe une probabilité de 1/m a chacune des observations.

La méthode du bootstrap se base sur des échantillons de bootstrap. Nous notons D* un tel
m-échantillon qui suit la loi P. Pour la méthode du bootstrap leave-one-out, de la méme maniére
que pour la validation croisée leave-one-out, le classifieur est testé sur des données n’ayant pas
servi a 'apprentissage. Soit D*(®) est un échantillon de bootstrap tiré suivant la distribution
empirique P®) | distribution uniforme sur {Z; + 1< j#p < m}. Lestimateur de bootstrap

leave-one-out est alors défini par :

R 1 m
1 E :E
ErrM) = m D)~ p)™ []l{Yp;ﬁfD*(m ()] (1.18)
p=1

L’estimation de E .. pmm [ﬂ{yp#fD*(p)(Xp)}] est obtenue en tirant avec remise B m-
échantillons dans {Z1,- -+, Zy,}. Soient D*' ... D*B ces B m-échantillons. L’absence de Z,

dans le b-éme échantillon de bootstrap s’écrit

Liz,¢ D0}
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ce qui donne
m

e = L3 20 12,6 DAY, 11,0 (X))
m Zb ]I{Zp§§D*b}

. (1.19)
p=1

De part sa complexité, le bootstrap n’est pas couramment utilisé pour les SVM. Dans [6], le
nombre de réplications a été fixé & 1000 entrainant un temps de calcul beaucoup plus important

que pour une validation croisée & V pas.

L’estimateur de bootstrap .632+ Il a été montré dans [43] que l'estimateur de bootstrap
leave-one-out est biaisé par valeur inférieure. Pour pallier ce défaut, ’estimateur de bootstrap
.632 est défini par :

Errt92) — 0.368R,, (fp) + 0.632Err(").

Le coefficient 0.632 provient du fait que les échantillons de bootstrap comportent en moyenne
0.632m points différents. Cet estimateur corrige, dans le cas général, le biais du leave-one-out
bootstrap, mais se retrouve biaisé dans le cas d'un sur-apprentissage. L’estimateur .6324 tend
& corriger ce biais en augmentant la pondération de Err® lorsque le sur-apprentissage est
important. Cette quantité de sur-apprentissage est calculée & partir d’un coefficient d’erreur non
informative qui correspond au cas out X et Y sont indépendants. D’aprés [41], un estimateur de

cette quantité est
T=p1(1—q)+1—-p1)q

avec pp la proportion des y; égaux a 1 et ¢; celle des prédictions fy (z;) égales a 1. Le taux de

sur-apprentissage relatif est )
Err™) — R, (fp)
T— Rp (fD)

Avec cette définition, R peut ne pas appartenir & [0, 1], ce qui améne une définition modifiée de
Err(l) et ]% :

Err®' = min (Err(l),%>
et

P #si Err() > R, (fp) ou 7 > Ry (fp)

0 sinon

L’estimateur de bootstrap .6324 est défini par

368 - .632R’

1— 368K (1.20)

Erp(6320) — fopp(632) <EA7"'"(1), — ftm (fD))

.632+)

Par définition, le calcul de Err! demande & peine plus de calcul que celui de Err®,
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1.4.2 Meéthodes dédiées aux SVM bi-classes

Cette section présente les principales méthodes existantes de sélection de modéle pour les
SVM bi-classes. Ces méthodes utilisent ’architecture des SVM ainsi que le fait que le classifieur

est optimum du probléme d’apprentissage.

1.4.2.1 Bornes sur ’erreur de validation croisée leave-one-out

Comme nous l'avons vu, la procédure de validation croisée leave-one-out est trés cotiiteuse en
opérations. Nous présentons ici des bornes supérieures sur cette erreur utilisant la structure des
machines & vecteurs support. La liste n’est pas exhaustive et n’est introduite qu’afin de présenter

les bases des développements & venir.

Le comptage des vecteurs support : La méthode la plus simple pour borner 'erreur de
validation croisée leave-one-out pour une machine & marge dure est de partir de la constatation
que seuls les vecteurs support jouent un role. En effet, enlever un exemple dont le multiplicateur
de Lagrange est égal & zéro ne change pas la fonction de décision. La plus simple des bornes non

triviales est donc N
SV

< —
m

Erplevd)

avec Ngy le nombre de vecteurs support de la machine entrainée avec tous les exemples.

La borne Rayon-Marge :  Dans le chapitre 10 de [104], Vapnik propose une borne sur l’erreur

de validation croisée leave-one-out de la SVM a marge dure.

Théoréme 2 (D’apres les sections 10.3 et 10.4 de [104]). Considérons une SVM a marge dure
entrainée sur d,,. Soit v = HEH;l sa marge et R le rayon de la plus petite boule de H,, contenant

Uensemble {kq, : 1 <i < m}. Alors,

~ 1 m 4 R2
’1 —
Brrieet) = - 1: Lyphr(ep)<oy < 075
p:

avec h? la fonction calculée par la SVM entrainée sur dp, \ {(zp, yp)}-

Afin d’appliquer cette borne a la £5-SVM, il faut considérer le bon espace de représentation,
c’est-a-dire le "RKHS induit par k )\"E], qui dépend de A. En conséquence, le rayon doit étre recal-
culé pour chaque valeur de A, ce qui revient a résoudre une série de problémes de programmation

quadratique.

La borne Span (Span bound en anglais) : La Span bound est une borne de lerreur de
validation croisée leave-one-out développée par Vapnik et Chapelle dans [105] en utilisant le

concept de sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs support. Seuls les résultats concernant

1. Il s’agit encore d’'un abus de langage puisque k n’est pas un noyau.
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la SVM a marge dure, et donc la £o-SVM, sont présentés ici bien qu’une formulation existe pour
la £1-SVM.

Définition 11. Soit A, le sous-espace engendré par la combinaison linéaire contrainte des images

des vecteurs support dans l'espace de représentation, a 'exception du vecteur support x, :

A, = Z Ti,iCCi’ZTi:]‘

i#p, a;>0 i#p

et soit Sy la distance de cet espace a Ky, .

Nous utilisons la formulation et la notation de Chapelle dans [27]. La valeur maximale des

Sp est appelée le S-span S. Nous avons alors :

Théoréme 3 (Borne Span [27] et Théoréme 10 de [105]). Considérons une SVM & marge dure
entrainée sur dy,. Soit v = HEH;I sa marge, S le S-span et R le rayon de la plus petite boule de

H,. contenant l'ensemble {ky, : 1 < i < m}. Alors,

. 1 &
cv,l) __
ETT( : N m Z; ﬂ{yphp(xp)gt)} < 2
p:

avec hP la fonction calculée par la SVM entrainée sur dn, \ {(zp, yp)}.

La démonstration de cette borne est trés proche de la démonstration de la borne Rayon-
Marge, ce qui explique leurs formes similaires. La borne Span est plus fine dans la mesure oi le
S-span est toujours plus petit que le diametre.

En raison de sa complexité de calcul, cette borne (exacte) sur lerreur de validation croisée
leave-one-out n’est pas utilisée en pratique. On lui préfére généralement une approximation de

cette erreur basée sur la notion d’espace engendré défini pour la borne Span.

1.4.2.2 Approximation de ’erreur de validation croisée leave-one-out par les spans

Nous détaillons a présent une approximation de I'erreur de validation croisée leave-one-out.
Cette approximation [105] se base sur I'hypothése que I'ensemble des vecteurs support ne change
pas pendant la procédure de validation croisée. Les notations utilisent explicitement A afin de
rappeler que ce résultat est aussi bien valable pour la machine & marge douce que pour la machine

marge dure (qui correspond & A — 0).

Théoréme 4 (Théoréme 3 de [105]). Soit une ¢1-SVM entrainée sur dy,. Sous ’hypothése que
l’ensemble des vecteurs support reste constant pendant la procédure de validation croisée, I’égalité

suivante est vérifiée :

Vp e[L,m], yp (ha(zp) — BE () = ap (\) Sp (V)?
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avec Sp (N\) la distance entre ki, et 'ensemble Ay (\) défini par

Ay (N) = Z TiKa; Z ;=1

jia(NEOA)Aj#p jia(NEOA)Aj#p

Cette définition de A, () est légérement différente de celle présentée dans [105], mais elles

sont identiques sous I’hypothése d’invariance des vecteurs support.

Corollaire 1 (Corollaire 1 dans [105]). Sous ’hypothése du théoréme

cv, 1
Err! Z L{yund <o} = Z I (305, i) 50} (1:21)
p:

Le terme de droite de [’équation est nommé approrimation de erreur de wvalidation
croisée leave-one-out (ou simplement approzimation de l'erreur de test par abus de langage) et
nous le notons Errgff}’l), Vindice sv faisant référence & Uhypothése d’invariance des wvecteurs

support.

Lorsque ce calcul est implanté de maniére naive, sa complexité est du méme ordre de grandeur
que celle de la procédure de validation croisée. Puisque nous nous intéressons de maniére priv-
ilégiée aux machines & colit quadratique, la suite de I’étude se concentre sur les machines & marge
dure. Ce cas est traité dans [27]. Dans ce cadre de travail, ’équation se simplifie en

— Z Ly, he (@p)<0} = Z I, 52 120} -

p_
Les auteurs fournissent un résultat pratique pour calculer la valeur des spans S, en se basant sur
une reformulation algébrique :

2

2 _ . ' |
VPE[[l’m]]’ Sp—HEDmBX (b(wp)_ ' Z T]ij +2/.L ' Z T]—l
J:0;>0Nj#p Jia; >0Aj#p

avec p le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte ) 7; = 1. Soit £ l'ensemble des
indices des vecteurs support, soit mg son cardinal et soit K¢ ¢ la sous-matrice de K composée

uniquement des lignes et colonnes d’indices dans £. Soit K la matrice donnée par :

K= (fee Tme)
170

En posant 7 = (TT, ,u)T, Le précédant probléme min-max se reformule en :

2 : T - _Trr—
Sp:rrgnmgx{ﬁ(xp,xp)—% T+T VT
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avec V la sous-matrice de K obtenue en enlevant la ligne et la colonne d’indice p et v la p-éme
colonne de K privée de sa p-éme composante. L'existence de V! dans le cas général n’est pas
discutée : seul le cas ol la matrice de Gram est de rang plein nous intéresseE]. Puisque la valeur
optimale de 7 est V~1v, I'équation 12 de [27] donne la valeur de S, :

S2

= K (Tp, Tp) — vV ly

=1/ (f(*l)pm .

Ainsi, la plus cotteuse étape du calcul de approximation de 'erreur de validation croisée
leave-one-out est 'inversion de K. Ce résultat est seulement valable pour les machines & marge
dure : I'extension aux machines & marge douce nécessite une reformulation & marge dure (unique-

ment possible pour la ¢5-SVM), ce qui implique la construction de K a partir de k).

1.4.3 Meéthodes dédiées aux SVM multi-classes

Cette section présente les principales méthodes existantes de sélection de modéle pour les
SVM multi-classes en mettant 'accent sur la LLW-M-SVM. Nous commencons par une méthode
se basant sur une méthode de décomposition. Nous présentons ensuite la borne Rayon-Marge
pour la machine Lee et coauteurs. Nous finissons par une estimation de l'erreur de test pour

cette machine.

1.4.3.1 Extension multi-classe de Wang et coauteurs

Dans [109], Wang et ses coauteurs proposent deux extensions multi-classes de la borne Rayon-
Marge dédiées a la méthode de décomposition un contre un. Dans la premiére extension, qui est
une vraie borne, le terme de droite de I'équation [I.22] est justifiée par la proposition suivante,

conséquence directe du théoréme

Proposition 3. Considérons la méthode de décomposition un contre un utilisant des SVM a
marge dure comme classifieurs de base. Soit hy = hy + by la fonction calculée par le classifieur
binaire entrainé a distinguer les catégories d’indices k et 1, Dy, (k,1) le diamétre de la plus petite
boule de l’espace de représentation contenant ses vecteurs support et N((;;z)l) le nombre de ses
erreurs résultant de la mise en ceuvre sur l'ensemble d’apprentissage d’une procédure de validation

croisée leave-one-out. Alors,

SN < S D kD [ (122)
1<k<I<Q 1<k<I<Q

La seconde extension, qui n’est plus une borne, s’appuie sur des considérations différentes,

2
fondées sur la notion de matrices de dispersion [49] 40]. Elle est égale a g—?, ol ’expression du

1. La matrice de Gram d’un noyau xx = k + J est de rang plein. La diagonalisation de la matrice associée a
permet de ’établir.
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carré de la marge 7 est la suivante :

1
72 = =5 kT (1.23)

m? k<l Hﬁlei

1.4.3.2 Borne Rayon-Marge pour la LLW-M-SVM

La démonstration de la borne Rayon-Marge multi-classe, présentée en détail dans [63], se
base sur le méme principe que celle du lemme sur lequel s’appuie la borne bi-classe. Puisque la
borne Span est, dans sa démonstration, proche de la borne Rayon-Marge, nous utilisons la borne

Rayon-Marge multi-classe comme inspiration pour la borne Span multi-classe (section [3.3.1)).
Lemme 1. Soit une LLW-M-SVM & marge dure entrainée sur d,. Considérons a présent la
méme machine entrainée sur dpy, \ {(zp,yp)}. Si elle fait une erreur sur (xp,yp), alors

)

max o > Lg
1<I<Q (Q—-1)"D2,

avec Dy, le diamétre de la plus petite boule de Hy, contenant l’ensemble {rg, 1 1 < i < m}.

Nous conseillons au lecteur curieux d’aller lire la démonstration du lemme [63].
La formulation de la borne Rayon-Marge multi-classe de [63] fait intervenir la notion de
marge géométrique entre catégories. Ce concept ne nous est pas utile dans le manuscrit, nous ne

présenterons donc la borne Rayon-Marge que par son expression la plus compacte.

Théoréme 5. Soit une LLW-M-SVM a marge dure a Q) catégories entrainée sur dy,. Soit Dy, le

diameétre de la plus petite boule de H,, contenant l'ensemble {k,, : 1 <i < m}. Alors

Q-1
Q

Errlevd) < 17* 1% oD (1.24)

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le cadre théorique de la discrimination a été introduit. Nous avons parti-
culiérement mis ’accent sur 'importance de la complexité de la classe de fonctions sur laquelle
se base le classifieur. Nous avons ensuite présenté différentes machines a vecteurs support aussi
bien bi-classes que multi-classes. L’attention du lecteur a été attirée sur 'importance de la norme
utilisée pour le terme d’adéquation aux données. Ce chapitre s’est conclu sur un bref état de ’art
des méthodes de sélection de modeéle pour les SVM. Cette sélection de modéle consiste & choisir
une classe de fonctions adaptée au probléme. La sélection de 'hyperparamétre A (le coefficient
de régularisation) est l'un de ceux permettant ce choix. Le chapitre [2[ lui est dédié dans le cas

bi-classe alors que le chapitre |3| se concentre sur une machine multi-classe & cotit quadratique.
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Chapitre 2

Sélection de modéle par parcours du
chemin de régularisation pour la SVM

bi-classe

« Pour réussir, il ne suffit pas de prévoir. 1l

faut aussi savoir improviser. »
—VFondation, Isaac Asimov

Les méthodes de parcours de chemin s’intégrent dans le cadre théorique des méthodes de
continuation [2]. L'origine de ces méthodes est attribuée, en partie, aux travaux de Poincaré,
que Leray et Schauder ont raffinés. Afin de résoudre le probléme d’intérét (systémes d’équations,
équations aux dérivées partielles, etc.), ces méthodes, présentées en détail dans [3], cherchent
la solution d’un probléme plus simple. La solution de ce probléme trouvée, il est progressive-
ment (continuement) transformé afin de revenir au probléme d’intérét et ainsi obtenir la solution
voulue. L’apprentissage d’une machine & vecteurs support peut étre vu comme une forme de
méthode de continuation : lorsque le coefficient de régularisation tend vers 'infini, la solution est
trivialeE] puis, au fur et & mesure de la diminution du coefficient, le classifieur gagne en complexité
(c’est-a-dire en adéquation aux données). L'utilisation habituelle consiste & parcourir I’ensemble
du chemin. En effet, le probléme d’origine correspond & I'extrémité non triviale de ce chemin.
Dans le cadre d'un probléme d’apprentissage, cette extrémité équivaut & un apprentissage non
régularisé. Dans une optique de sélection de modéle, nous cherchons alors une quantité de défor-
mation optimale entre le probléme complétement régularisé et celui non régularisé. Définissons

& présent le chemin de régularisation dans le cadre d’un algorithme d’apprentissage.

Définition 12 (Chemin de régularisation). Le chemin de régularisation d’un algorithme d’ap-
prentissage est l'ensemble des solutions optimales pour toutes les valeurs du coefficient de régu-

larisation.

1. Elle ne dépend plus des descriptions.

33
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En pratique, nous ne parcourons le chemin de régularisation que pour un intervalle du co-
efficient de régularisation. Par abus de langage, cette portion de chemin sera appelée chemin
de régularisation. Dans ce chapitre, nous présentons en premier lieu l'algorithme proposé par
Hastie et ses coauteurs [66] pour la £;-SVM. La seconde section traite du parcours du chemin
de régularisation de la £o-SVM tandis que la troisiéme est dédiée & la sélection de modéle pour
cette machine. Le chapitre se conclut sur les résultats expérimentaux de la sélection de modéle

par parcours du chemin de régularisation pour la fo-SVM.

2.1 Parcours du chemin de régularisation pour la ¢,-SVM

Cette section détaille la méthode proposée par Hastie et ses coauteurs [66] pour parcourir
I’ensemble des solutions de ’apprentissage d’une ¢1-SVM pour une plage de valeurs de A. La
premiére section détaille la maniére d’obtenir ’équation de mise & jour des multiplicateurs de
Lagrange. La suivante reprend les calculs de recherche de point de départ de Hastie et coauteurs
en détaillant et précisant les lemmes correspondants. La derniére section présente la maniére
d’identifier les modifications des ensembles d’indices d’exemples sur lesquels se base la méthode

de parcours du chemin de régularisation.

2.1.1 Calcul des multiplicateurs de Lagrange de la /;-SVM en suivant le
chemin de régularisation

L’idée d’un parcours efficace du chemin de régularisation consiste & chercher a identifier des
intervalles pour le coefficient \ dans lesquels le vecteur de multiplicateurs de Lagrange 8 (\) du
probléme s’obtient facilement. En combinant I’équation (|1.3) et les conditions complémentaires

de Kuhn-Tucker du probléme [I] on obtient le systéme de propositions suivant :

si yihy (z;) > 1, alors & (M) =0et 5; (A\) =0
siyihy (7;) =1, alors §; (A) = 0 et B; (A) € [0, 1]
si yihy (z;) < 1, alors & (A) > 0et B; (N\) =1

Rappelons, sur un exemple, le raisonnement permettant d’obtenir ces implications :
yih/\ (wz) >1= yih)\ (.%'L) -1+ fz (/\) >0
= B; (A\) = 0 ( condition de Kuhn-Tucker complémentaire)
= 0; ()\) =1

= fz' ()\) =0.

Pour déterminer les intervalles de A précités, nous nous appuyons sur la partition de I’ensemble

d’apprentissage induite par ces propositions. Ceci nous conduit & utiliser les ensembles définis
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dans [66] :

g ()\) = {Z : yih)\ (I’z) = 1}
L ()\) = {Z : yih)\ (.%'z) < 1}
R(A) = {i ryiha(zi) > 1}.

Dans un soucis de simplification des notations, nous utilisons £ au lieu de € (A) lorsqu’aucune
ambiguité n’est a craindre. Soient mg, mp et mg les cardinaux respectifs de £, £ et R (m =
mg+mg+mpg). Les indices des exemples de 'ensemble d’apprentissage sont modifiés de maniére
que les plus petits indices correspondent aux exemples de £ et les plus grands & ceux de R. Ainsi,
y peut se réordonner en y = (y?y%y%)T et il en va de méme pour les vecteurs a (A) et B (). De

maniére analogue, la matrice hessienne se réordonne en

Hee Hep Her

H=\|Hee Hee Her

Hre Hrr, Hrr
ou la sous-matrice Hr 7 pour (Z,J) € {&, L, R}” est la matrice (hij)iez je -
Les f8; varient continuement en fonction de A (continuité de la fonction objectif par rapport
a A), en conséquence, un point ne peut pas passer de £ & R sans passer par £. Grace a cette
propriété, il est possible de montrer que le vecteur des multiplicateurs de Lagrange pour les

exemples d’indice dans £ s’obtient par résolution d'un systéme linéaire :

Proposition 4. Pour toute valeur strictement positive de A, le vecteur B¢ (X) vérifie la relation

linéaire susvante :
AgBg (A) = Ce (M)
avec :
T
- BN = (BN BeNT)
0 yg

- Ag = € Mmg-i-l,mg-i-l (R)z
ye Heg

—T1
- Csr ()\) — Yetme c RmMme+1
’ Aope — He g1,

Démonstration. 1’équation ([1.4)) peut se reformuler matriciellement :

Vi e[1,m], yih (zi) = % > B (N yywirs (x5, ) + yio (A)
j=1
= L (HBO), £ iBo (V).

>
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Pour ¢ € £, nous avons donc :

A= ((HBN); +viBo(N). (2.1)
La combinaison de et de donne :

yBe () +yEBe (\) + yhBr (A) =0
He B¢ (N\) + He 282 (A) + He rBr (A) + Bo (A) ye = Ao,

soit encore, compte tenu des définitions des ensembles £, L et R :

yLBe (N) +yEl,, =0
Heefe (N) + He plm, + Bo (N) ye = Mg

La réécriture matricielle de ce systéme fournit le résultat annoncé. O

Soient A > 0 et § < 0 tels que la partition de I’ensemble d’apprentissage demeure inchangée
entre A et A+ 6. Soient g (\) et B¢ (A + J) des racines du systéme linéaire de la proposition

respectivement associées & A et A+ 9. On a

Ag [Bg (A +0) = B (V)] = (Cec (A +6) = Ce £ (A)) = Ome 11

0
Cer(A+0)—Cer(N) = ( ) ,
lime

qui se simplifie en :

Ag B2 (A +6) — B2 (V)] = (510 ) .

Si Ag¢ n’est pas de rang plein, alors I'unicité du chemin n’est pas assurée. Ce cas est discuté
dans la section 4 de [66]. Dans la suite, nous faisons I'hypothése que cette matrice est réguliére.
L’équation précédente nous fournit alors une formule unique de mise & jour de 3¢ tant que &
demeure inchangé :

58 (A+0) = B2 (V) + 45" < . ) . (22

Cette formule donnant 8¢ (A + 6) en fonction de 8¢ (A) et de § correspond a I'équation (37) de
[66]. La démonstration présentée ici n’est pas celle d’Hastie mais est proche de celle de [108].
Afin d’appliquer I’équation , il est nécessaire de disposer d'une valeur initiale pour le vecteur
B¢. 11 est naturellement possible de résoudre le probléme de programmation quadratique pour
une valeur de A donnée, puis de calculer les mises a jour a partir de la valeur de 8¢ () ainsi
obtenue. Cependant, nous allons voir que lorsque A est suffisamment grand, il est possible de

calculer la valeur des multiplicateurs de Lagrange pour une complexité de calcul plus faible qu'un
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apprentissage normal.

2.1.2 Calcul du point de départ du chemin de régularisation

L’intérét d’une initialisation spécifique pour une grande valeur de A, par rapport & un ap-
prentissage par résolution directe du probléme dual, est double. D’une part, elle permet de
trouver la solution du probléme (1| pour un temps de calcul moindre, d’autre part elle permet de
connaitre la plus grande valeur de A\ pour laquelle un événement intervient. Notons respective-
ment Iy = {i €[1,m]/ y; = 1} ensemble des indices des exemples de la catégorie "positive"
et I_ ={i€[1,m]/ yi = —1} celui des exemples des indices de la catégorie "négative". Notons
respectivement my = |I| et m_ = |I_| leurs cardinalités. Le calcul de la valeur des multiplica-
teurs pour A suffisamment grand dépend des valeurs relatives de m4 et m_. Le premier cas que
nous traitons est I’égalité des cardinaux, alors que le second est celui oul la classe "positive" est
majoritaire. Ce choix est fait pour simplifier la démonstration et ne nuit en rien a la généralité
du résultat. En effet, si la classe "négative" est majoritaire, il suffit alors d’inverser les étiquettes

pour retrouver le cas traité.

2.1.2.1 Casmy =m_

Ce cas est traité par le lemme 1 de [66]. Nous allons démontrer un lemme plus précis.

Lemme 2 (d’apres le lemme 1 de [66]). Si my = m_, alors il existe un \* tel que pour tout
A > X nous avons : B (N) = 1y, el by € [—1,1]. De plus, la limite lorsque X tend vers linfini de

Yo & (N) estm.

Démonstration. Les composantes du vecteur de multiplicateurs de Lagrange appartiennent a
[0, 1] donc, 1’équation (1.1)) implique que la norme de hy tend vers zéro lorsque A tend vers
I'infini. L’équation (1.4) nous permet donc d’affirmer que hy tend vers une fonction constante.

Pour A grand, les contraintes de bon classement peuvent étre réécrites sous la forme
Vi e [[Lm]]v El ()‘) > 1- ylb)\ +0(1)

Etudions quelles valeurs peut prendre by.

— Cette réécriture permet de déduire qu’il existe X' tel que si A > X et si by est dans | — 1, 1],
alors £ (A) est dans (Rj)m La stricte positivité de toutes les variables d’écart impose, par
les conditions complémentaires de Kuhn-Tucker, que 6 (\) est égal au vecteur nul, ce qui
induit que le vecteur 3 (X) est égal & 1,, (d’apres I'équation (L.3)).

— Intéressons-nous au cas ol by est supérieur ou égal a 1. Il existe \” tel que si A > N\ et si
by = 1 alors pour tout i € I, & (\) =0 et pour tout : € I_, & (A) =1+ by +o0(1). Pour
minimiser Y ;" & (A), il faut donc choisir by = 1. De plus, comme tous les exemples de
la catégorie "négative" sont mal classés, les conditions complémentaires de Kuhn-Tucker
et ’équation imposent Vi € I_, 5;(\) = 1. En injectant cette expression dans la
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contrainte égalité du probléme , nous obtenons Y .., B (A\) =m_ = Zie]+ Bi (), ce qui
impose & nouveau que 5 () = 1,,.
— Pour le cas ou by est inférieur ou égal a —1, alors, par symétrie, il existe X tel que si
A > N et si by < —1 alors tous les exemples de la catégorie "positive" sont mal classés.
On trouve donc B (\) = 1,, et by = —1.
En posant A* = max {\', ", \'}, on a donc établi que pour A > \*, on a a la fois 8 (\) = 1,, et
by € [-1,1].
Etablissons maintenant que la limite de la somme des variables d’écart est égale a la cardi-
nalité de ’ensemble d’apprentissage. Pour A > \*, d’aprés , nous avons
21l = 5 hH T, ——0.

Nous pouvons alors définir un probléme équivalent au probléme [I| lorsque A — oo :

La solution optimale est :
Vie[1l,m], & = (1 - yib/*>
+

Puisque b’ € [—1, 1], ceci se simplifie en

Vie[l,m], & =1—yb*
et donc ) ", £ = m puisque my = m_. Nous avons donc limy_, Yo &GN =" £ =m.
Nous concluons ainsi la démonstration en montrant que la limite de la somme des variables

d’écart est connue : Y ;0 & (N) — m. O
A—+00

Etudions & présent la partition de I’ensemble d’apprentissage pour A > \*.

Lemme 3 (Existence de points dans & pour A > \*). Supposons mi = m_. Définissons les
ensembles :

- J={jell, m] : yjh(x;) = maxpers, myyhs (zx)

- Ky ={jely : yjha(zj) = maxper, yrha (z1)},

-K_= {j € l_ : yjhy(zj) = maxger_ yrha (a:k)}
et les constantes cy = maxper, p ioq Yik (T4, x)) et c— = maxper — y vy yik (x4, 1) Pour
A > A" le classifieur n’est pas défini de maniére unique par Ualgorithme d’apprentissage : il existe
plusieurs valeurs de by fournissant des solutions optimales. Les valeurs optimales possibles de by,

dépendent du choiz d’avoir un ensemble £ vide ou non :
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— Si on choisit £ non vide, alors £ = J el les indices de £ appartiennent tous o la méme
catégorie, notée ys. L’ensemble L contient tous les autres indices. Pour tout j € J, la
somme Z;Zl yik (x5, ;) est une constante que nous notons cg. Nous avons by = y7 — %Cg
dont la limite a U'infini est y 7.

— Si on choisit £ vide, alors L est égal . [1,m]. La valeur de by peut étre choisie arbitraire-

e

ment dans ['intervalle ]—1 + %C_, 1
Démonstration. Cette démonstration se déroule en deux étapes. La premiére consiste a envisager
deux cas possibles pour la cardinalité de £. Sous chacune de ces hypothéses, nous cherchons la
solution optimale. La seconde étape est une synthése de ces deux cas et montre que ces solutions

fournissent la méme valeur de fonction objectif. Il n’y a pas une solution unique.

Premier cas : £ est non vide
Montrons par 'absurde que si [ appartient a £ alors [ appartient nécessairement & J. Supposons
le&etld¢ J. Par définition,

VieJd, yihx(zj) > yha(z) =1

Cette inégalité implique que les éléments de J appartiennent & R, et donc que leurs multipli-
cateurs de Lagrange sont nuls, ce qui est contradictoire avec le lemme [2| qui montre qu’ils sont
égaux a 1. Nous avons ainsi montré que &€ C J. Une conséquence directe de la définition de &
est que Vj € J, wyjhy (z;) =1 et donc J C &. Cette inclusion mutuelle implique naturellement
que J =€£.

Montrons & présent par I'absurde que tous les points dont les indices sont dans £ appartien-
nent & la méme catégorie. Supposons qu'’il existe j* € £ avec yj+ =let j— € € avec y;- = —1.

Nous avons alors

1 m
VA > A" 1= hy (2;+) = XZym (i, @j+) + b
i=1
et
YA > A* —1=h, (a:j+) = %Zym (931‘,%'—) + by.
i=1

On obtient ainsi deux valeurs asymptotiques distinctes pour by, —1 et 1, ce qui établit la con-
tradiction. Tous les indices de £ appartiennent donc a la méme catégorie. Il en découle que c¢
est égal soit & ¢4 soit & c_, selon la catégorie des indices de £. Nous avons prouvé que si £ est

non vide alors Vj € J, by = y; — %Cg dont la limite lorsque A tend vers oo est y; = y7.

Second cas : £ est vide
Puisque & est vide et que les multiplicateurs de Lagrange sont égaux 4 1, tous les exemples ont

leur indice dans £. Recherchons les valeurs possibles de by satisfaisant y;h) (z;) < 1 pour tout i
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dans [1,m]. Pour tout k4 € K4, nous avons alors

yk+h>\ (.’L’k+) <1

1 m
@A;ym (ZEZ',ZEk»+) +by <1

by <1 !
— —C..
A P

Pour tout k_ € K_ nous obtenons de maniére analogue
by > -1+ !

—14 —c_.
A )

Nous avons donc prouvé que si & est vide, alors by appartient & ]—1 + %c_, 1-— %c+ [

Synthése des deux cas :

Rappelons quelques relations utiles & la démonstration

- 1
1hallZ = 2 > vy (@i xj)
i?j

YAS> N, Vie L, &=1—yhy (x;)

1
=1- yzx zj:yjﬁ(xj,xi) —y;by >0,

Vie&, &=0

et si £ # & alors pour tout élément j de £, by = y; — %221 yik (x4, ;).

Notons J, la valeur de la fonction objectif du probléme [I] en choisissant un ensemble £ vide

et notons Jg la valeur de la méme fonction objectif en ayant choisi un ensemble £ non vide.

Commengons par nous intéresser au cas ou &£ est non vide. Le vecteur des multiplicateurs

de Lagrange est donné par le lemme [2| et, par les conditions de Kuhn-Tucker, nous obtenons la
2

K?

valeur optimale de by, qui est y7 — 3ce . Comme Jyy (h,&) = 37 & + 5[A]|2, nous pouvons
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alors évaluer la fonction objectif Jg,

VA > A Jg—Za QAZyzy] (2i,25)

2]

1
=>_ | 1-viy Zyj (i ;) = yibx | + 55 ;yiyjfﬁ (i, )

€L

(m m€ Zylyj xuxj + yj)\ Zzy] x%xj Z yiby — Zyib)\ + Z yibx

i€E j ielt i€E el
—_— Y
=megce =m4.by =ygmeby =—m_by
1
+ o Z Yiyjk (T4, 5)
1 1
=m—ygme | Yg — yce | tygmeby — Zyzy] (@5, 25) + 55 > yiyje (i, 2;)
—_—— ,J 6,J
=by

_m_izyzy] xmm]
Montrons & présent que, pour tout by, la fonction objectif J, est égale & J¢

. 1
AN e = Gt g > vk (v @)
2 2y

1 1
:Z 1_yixzyjﬁ<$i7xj)_yib)\ "‘ﬁzyiyj"i(wiij)

i j .3

1
ot Zyzy] (i) = maby +m_by+ 5= > yaye (a1, 3;)

ihj
j\ Zyiyj/‘é (-riaxj)
17‘7
= Jg.

Nous avons montré que les valeurs de la fonction objectif du probléme primal prises aux
solutions optimales correspondant a £ = () et £ # () sont identiques. Nous concluons donc cette
démonstration en ayant montré que, lorsque A > A*, on peut choisir indifféremment de prendre

& vide ou non pour obtenir une solution optimale de I’apprentissage. O

Nous avons montré que pour A > \*, il existe des solutions optimales pour £ non vide et
pour & vide. Comme dans [66], nous choisissons de poursuivre ’exposé en retenant la seconde
option.

D’apres le lemme [2] nous savons que les multiplicateurs de Lagrange restent constants au-
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FIGURE 2.1 — Répartition des exemples par rapport a la marge pour A > g : tous les exemples
sont & l'intérieur de la marge. Les indices i_ et iy sont ceux des exemples les plus proches de la
marge.

dela d’une certaine valeur de A qu’on appellera dans la suite Ag et qui est la plus petite valeur
possible de A*. Cette valeur A\g correspond au moment ot 5 cesse d’étre constant, c’est-a-dire
qu’un événement permettant ’évolution de () se produit. Le seul événement possible, puisque
tous les indices des points sont dans £, est 'arrivée de deux indices (ou plus) de £ dans €. En
effet, la contrainte égalité du probléme [2| ne peut pas étre satisfaite si un seul 3; (A) varie alors
que les autres sont constants. Il faut nécessairement qu’'un point de chaque catégorie soit sur la
marge pour que cette contrainte soit vérifiée. Pour savoir quels points vont se positionner sur
la marge, nous allons chercher, dans L, les indices des points les plus proches de la marge. La
valeur de h) est connue :

Vie L, VA > Ao,

NE

) = 5 D2 85 ) gy (g, 0) + by
=1

M= 5

1
=3 yik (T4, i) + by
1

J
Nous allons maintenant identifier, pour chacune des catégories, les points les plus proches

de la marge (cf. Fig [2.1). Sans perte de généralité, nous traitons seulement le cas ot un seul

exemple de chaque catégorie est sur la marge. En effet, dans le cas ou plusieurs points de la
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méme catégorie arrivent en méme temps sur la marge, il suffit d’en choisir un pour calculer g
et by,.

Puisque tous les indices appartiennent a £, nous avons pour ¢ € I :

m

1
XZyjﬁ(xj,xi) +by <1

j=1
et donc le point le plus proche de la marge est celui d’indice iy = argmax;c;, Z;”zl yjk (x4, ;)
puisqu’il maximise le c6té gauche de I'inéquation.
De maniere analogue, le point d’indice i = argmin; > 7", y;jx (z;,2;) est le point de la
catégorie "négative" le plus proche de la marge.

Maintenant que les points les plus proches de la marge ont été identifiés, déterminons la valeur
de g pour laquelle leurs indices entrent dans I’ensemble &, c’est-a-dire ou y; hy, (a:l- +) =1et
Yi_hx (zi) =1

ho (i) = )\LOE;H:l yir (2, i) +bag =1
hog (2i2) = 55 70y Yk (2,202 ) + by, = 1

La résolution de ce systéme permet d’obtenir les équations (19) et (20) de [66] :

X =3 (Z}'ll yik (T, 2,.) = 2711 Yik (%‘vfﬂu)>
by — _ S yin(@gw, )+07 v m )
Ao Sty yin(@g iy ) =30 yin(e i)

Une fois le systéme résolu, nous connaissons complétement le classifieur pour A = Ag :

— les multiplicateurs de Lagrange valent tous 1,

I’ensemble £ ne comporte que i_ et i,

I’ensemble £ comporte les indices de tous les autres exemples,

— P’ensemble R est vide.

2.1.2.2 Cas my #m_

Sans perte de généralité, nous allons traiter le cas o les exemples "positifs" sont plus nom-
breux que les exemples "négatifs" (my > m_). Hastie et ses coauteurs ont montré que pour
une trés grande valeur de A, on peut calculer les multiplicateurs de Lagrange en résolvant un

probléme de programmation quadratique & m4 variables au lieu du probléme [2| & m variables.

Lemme 4 (Initialisation a cotit réduit (lemme 2 de [66])). Soit 5* défini de la maniére suivante :

B* = argmin g7 Hf
B
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Viely, Bi€l0,1]
sc.sViel_, B;=1
Zieu Bi=m_
Alors il existe \* tel que pour tout X\ > \*, 5 (\) = B*.

Nous allons redémontrer ce lemme afin de préparer I’étude de l'initialisation du chemin de

régularisation de la £5-SVM.

Démonstration. De la méme maniére que dans le cas précédent, la norme de hy =
%Zﬁl Bi (A) yikig, est dominée par % en +o00. Les conditions complémentaires de Kuhn-Tucker

nous donnent expression des & (A) :
Viel , §(A)=(1+byx+o(1)),

et
Viely, &(A)=1-byx+o(1)),.

On cherche la valeur de by, = limy .o by. Elle minimise 17 £ avec £o = limy 00 £ (\) =
(§o0,i)1<icm- Afin de trouver le minimum, nous allons évaluer {, pour plusieurs valeurs de b.

— Pour by, € [—1, 1], nous avons
Vie I, €ooi=1+ b

et
Viely, éi=1—boo.

La connaissance du vecteur £, nous permet de calculer la somme de ses composantes
m
Zﬁoo,i = (14 bog)m— + (1 —boo) My =m ~+ boo (Mm— — M) .
i=1

La valeur de bo, est donc 1, puisque (m_ —my) est négatif.

— Pour by > 1, les exemples positifs sont tous bien classés. Puisque les £ ; de ces exemples
sont nuls, nous avons » ;*; &aoi = (1 4 bog) m—, et cette somme est minimale pour b, = 1.
— Pour by < —1, nous avons » " &xi = (1 —bss) My = 2my > 2m_. La somme de la
limite des variables d’écart pour by, < —1 est plus grande que la somme pour by, = 1, il

n’y a donc pas de minimum global vérifiant by, < —1.
En résumé, la valeur de by, est 1. Démontrons que chaque multiplicateur de Lagrange associé a
un exemple de la catégorie "négative" est égal & 1. Pour cela, nous montrons qu’au-deld d’une

certaine valeur de )\, tous les exemples de la catégorie "négative" sont mal classés. La convergence
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de by vers 1 nous permet d’écrire que

Ve>0, 3N (e)) VA>N(e), 1l—e<by<1l+e.
En utilisant cette premiére inégalité on obtient :

Vi e[1,m], VA > XN (), hy(z) +1—¢e < hy(z;).
De plus, puisque ||y« tend vers zéro, nous avons :

AN (e)) YA>N'(e), Vie I, ||h|x <e.
En posant A" (¢) = max (X (g), A" (¢)), la relation suivante est vérifie :
VASN"(e), Viel_, 1—2e<hy(x;).

En choisissant € = 1/2, nous avons montré qu’il existe \* = X"’ () tel que tous les exemples sont
classés dans la catégorie "positive", et donc que tous les exemples dont les indices appartiennent
& I_ sont mal classés. Puisque ces exemples sont mal classés, les multiplicateurs de Lagrange qui
leur sont associés sont égaux a 1. En reportant ceci dans la contrainte égalité du probléme [2] on
obtient >, Bi (A) =2 i Bi(A) =m—.

Rappelons que la fonction objectif du probléme d’apprentissage de la machine de norme 1
dans sa formulation duale est : Jy 4(8) = —%ﬁTHB + AT 3. Puisque, pour A > \*, la somme
des composantes de 3 (\) est constante, il suffit de minimiser 37 H3 sur les m, variables dont

on ne connait pas la valeur, ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Ce vecteur 8* posséde une propriété intéressante pour caractériser le premier événement : il
ne peut pas avoir une et une seule composante comprise strictement entre 0 et 1.E] Seuls deux
cas de figure se présentent :

— soit aucun ] n’appartient a ]0,1[, et donc tous valent soit 0 soit 1,

— soit il existe au moins deux 37 appartenant a ]0, 1[.

Puisque tous les exemples de la catégorie "négative" ont des multiplicateurs de Lagrange égaux
a 1, la contrainte égalité impose que la somme des valeurs des multiplicateurs de Lagrange des
exemples de la catégorie "postive" diminue, il en découle que les multiplicateurs de Lagrange
nuls doivent rester nuls et que l'on ne g’intéresse qu’aux multiplicateurs strictement positifs.
Dans le premier cas, nous nous retrouvons donc dans le méme cas que celui oil les cardinaux des

catégories sont égaux. Nous identifions alors les exemples les plus proches de la marge :

m
i— = argmin E yik (xj,x;)
el o

1. La somme des (3; pour i € I doit étre un nombre entier.
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et

m
iy = argmax Z yik (T4, 2;)
€l =1
avec I1 = {i € I, /Bf = 1}. Les formules d’obtention de Ay et de by, sont identiques & celles du
cas m4 = m_ qui sont données par le systéme d’équations ([2.3).

Dans le second cas, nous choisissons it tel que [ €]0,1] (sur la marge) et i- =
argmingcy_ Z;n:l yjk (z;,2;). On retrouve de nouveau les mémes formules pour Ag et by,.
Puisque la méthode pour calculer les multiplicateurs de Lagrange et la valeur de A au début
du chemin de régularisation est définie, nous allons a présent nous intéresser au troisiéme point

nécessaire afin de suivre ce chemin : l'identification des changements d’ensemble.

2.1.3 Identification des points de transition

La détection des changements d’ensemble s’effectue en recherchant les valeurs de A pour
lesquelles des points transitent entre £ et LU R ; ces événements sont appelés les points de tran-
sition. Soit A; une valeur du parameétre de régularisation pour laquelle un nouveau jeu d’ensembles
est défini. Notons & = &£ (\;). L’équation de mise a jour de 3 (\) est valide si et seulement

si I’ensemble & reste inchangé. Il y a donc deux cas possible :

— une des composantes (; (\), pour i € £, devient égale a 0 ou a 1. Cette condition est
équivalente au fait de quitter £. En effet, si 'exemple restait dans &, alors ’application de
(2.2)) entrainerait que §; (\) devienne négatif (ou supérieur a 1),

— un nouveau point satisfait la condition d’appartenance a €£.

Dans le premier cas, pour chaque indice i de &, il faut rechercher pour quelle valeur de A, la
quantité §; () est égale soit a 1 soit a 0. Pour le second, il faut évaluer le classifieur pour chaque
exemple dont I'indice appartient & LUR afin de connaitre la valeur de A pour laquelle cet exemple

atteint la marge. Pour ce faire, afin de faciliter ’écriture de hy, nous posons

Limg

0
—1
Ve = (Vg,i)ogigm‘g = AE ( > ’
léquation ([2.2)) se réécrit donc

Be (A+0) = B¢ (A) + e
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Par substitution dans I’expression de hy,s () donnée par ((1.4]), nous obtenons :

hags (2) = )\1+5 (Z Bi (A +0) yir (i, x) + Bo (A + 5))
i=1
= /\1—|—6 (Ahy () + dg (z)) en posant g (x) = ;ygyiym (i, ) +7e,0
= 5 (@)~ g (@) + 9 ().

Nous retrouvons ainsi I’équation (39) de [66] qui décrit le comportement de la fonction calculée par
la SVM. Cette formulation est particuliérement intéressante pour déterminer la valeur de § telle
que 'exemple atteigne la marge. Le plus grand de ces A satisfaisant A < A; est le prochain point
de transition A;y1. L’intérét principal de cette méthode de parcours du chemin de régularisation
consiste & ne résoudre que des systémes linéaires de taille mg + 1, dont la complexité en temps
est O (mg) En pratique, mg peut étre trés petit devant m, ce qui permet de n’avoir & résoudre
que des petits systémes. Les applications de la méthode montrent qu’on obtient effectivernent un
algorithme rapide. Maintenant que la procédure standard de parcours du chemin de régularisation
de la £1-SVM a été revue en détail, nous nous intéressons au parcours du chemin pour sa variante

de norme 2.

2.2 Parcours du chemin de régularisation de la /,-SVM

Afin de suivre le chemin de régularisation, en prenant inspiration sur le travail de Hastie et
coauteurs [66] décrit dans la section nous nous concentrons sur la maniere dont les multipli-
cateurs de Lagrange varient en fonction de A lorsque ’ensemble des multiplicateurs de Lagrange
nuls reste inchangé. L’étude du parcours du chemin de régularisation de la ¢>-SVM commence
donc par la définition d’une partition des indices des exemples. Nous nous intéressons ensuite a
la maniére de calculer les multiplicateurs de Lagrange pour des ensembles d’indices fixés. Dans
une premier temps, nous en fournissons une formule analytique puis présentons des méthodes
utilisables en pratiques. Ces calculs étant réalisés a ensemble fixé, les conditions de modification
de cette partition sont ensuite explorées. Enfin, le calcul d’un point de départ du chemin de régu-
larisation est proposé en utilisant le comportement asymptotique de la £5-SVM. Cette section se

conclut par une étude de la complexité de ’algorithme proposé.

2.2.1 Partition de ’ensemble d’apprentissage

Les conditions de Kuhn-Tucker permettent de définir, comme pour la ¢1-SVM, la partition
de I'ensemble d’apprentissage. En effet, les conditions complémentaires de Kuhn-Tucker pour la

machine & marge douce et pour sa reformulation en machine & marge dure sont :

Vi € [[1,m]], (67 ()\) [yzh,\ (a:z) -1+ fz ()\)] = ()\) [yliu\ ($1) —1{ =0 (2.4)
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avec

m
= i (A) i (i, -) + a0 (V) (2.5)
i=1
le classifieur calculé par la machine a marge dure, c’est-a-dire en utilisant k) au lieu de k.

11 résulte de (1.7)) et de (2.4) que pour chaque exemple, il y a trois possibilités :

— yiha (z;) < 1 :Dexemple est dans la marge ou alors mal classé, ce qui donne &; (A) > 0 et
a; (A) > 0,

— yihy (z;) =1 : 'exemple est sur la marge, et donc «; (A) =0,

— yihy (z;) > 1 : Pexemple est bien classé et il est en dehors de la marge, et donc a; (A) = 0.

Pour résumer, a; (A) > 0 si et seulement si y;hy (z;) < 1. Cette constatation nous ameéne a

proposer de partitionner [1,m]en :

& (/\) = {Z € [[1,m]] : yih/\ (.ZCZ) < 1} (2.6)

Cette partition n’est pas sans rappeler les méthodes d’ensemble actif (voir par exemple la section
10.3 de [45]), en effet i € Z (\) si et seulement si la contrainte «; > 0 est active & 'optimum du
probléme [6] Plus exactement, résoudre le probléme [6] sous 'hypothése que la partition associée
& optimum est connue se réduit & effectuer la derniére étape d’une méthode d’ensemble actif.
Chacune de ces étapes correspond a la résolution d’un systéme linéaire sur les variables associées
aux contraintes actives. Avant de présenter le systéme linéaire d’intérét, nous introduisons les
notations nécessaires & son écriture concise. De maniére analogue & ce que nous avons fait pour la
¢1-SVM, nous utilisons & (respectivement Z) plutot que £ () (respectivement Z (X)) lorsqu’au-
cune confusion n’est & craindre. Les cardinalités de ces ensembles sont respectivement notées mg
et mz. Par souci de simplicité de langage, nous notons dg ’ensemble des exemples dont les indices
appartiennent & £. Les exemples sont réordonnés de telle maniére que les premiers appartiennent

a £. Ainsi nous pouvons introduire des notations compactes et facilement interprétables :

T
Yy= (?Ji)1<z<m = (?J? y%) ,

() = (@ Miciam = (0e W' az(W)7)

deoy = {(@i, ui) + 1€ EN},

H H.
g - [flee Hez)
Hze Hrzg

ou la sous-matrice Hi, avec (K,£) € {£,I}® est la matrice (hij)ick jec

et

(viyjk (@i, 7)) ;exc jer La matrice H (A) se partitionne de la méme maniére que H.
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2.2.2 Expression analytique des multiplicateurs de Lagrange

Afin d’obtenir cette expression simplement, nous utilisons 'implication suivante, qui résulte

deet:

i€€:>yifz>\(x,-):1 .

En d’autres mots, nous travaillons avec la machine & marge dure. Avec ces notations, en utilisant
I’expression de h), la contrainte égalité du probléme@et les conditions de Kuhn-Tucker associées

aux exemples dans de deviennent :

ytoe (A +yraz(N) =0
Hge (N ag (A) + Hez (N) az (A) + ag (A) yg = 1,

Puisque a7 (A\) = 0, ces équations se simplifient en

T
ag(A) =0
Ye e (A) (2.7)
He e (A) ag (A) +ao (A) ye = L,
Et donc, en posant
0 z 0 vt
Ae (V) = e )= U
ye Hge () ye Heg+ 51n,
T
Ce = (0 1% )
&
et
a T T
ot (V) = (a0 () as V)
nous obtenons la proposition suivante.
Proposition 5. Pour tout A\ € RY, le vecteur of (\) est une solution du systéme linéaire :
Ag (N ot (V) = Ce . (2.8)

Cette écriture est équivalente a celle obtenue dans I'annexe 2.B. de [26]. Une fois que £ est
connu, 'apprentissage de la £>-SVM se réduit & résoudre . La principale différence avec
la formule obtenue pour la ¢1-SVM (voir Proposition 4 réside dans la dépendance en X\ de la
matrice du systéme linéaire. En effet, il en résulte que les multiplicateurs de Lagrange ne sont
plus une fonction linéaire de A. A la lumiére de la proposition [5| le lien entre £5-SVM et LS-SVM
(voir le probléme [7) est immédiat.

En effet, résoudre peut se voir comme I"apprentissage d’une LS-SVM sur dg(y), ce qui

permet d’énomncer la proposition suivante.
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Proposition 6. L’apprentissage d’une lo-SVM sur d,, se réduit a l'apprentissage d’une LS-SVM

sur dg(yy des que Uensemble £ (\) est connu.

L’intérét de cette proposition est double. En effet, elle permet de faire le lien entre 'erreur
exacte de validation croisée de la LS-SVM et I'approximation de l’erreur de validation croisée
leave-one-out par les spans (voir Equation (1.21])). Mais elle permet aussi de s’inspirer de la

LS-SVM pour proposer une méthode pour obtenir les multiplicateurs de Lagrange.

2.2.3 Calcul pratique des multiplicateurs de Lagrange

Notre stratégie de suivi du chemin de régularisation requiert le calcul de plusieurs solutions
du systéme linéaire , pour différentes valeurs du coefficient \. Il est donc utile de disposer
d’un algorithme dédié. Dans cette section, nous commencons par reformuler 1’équation a
I’aide d’une technique standard puis nous l'utilisons pour obtenir un algorithme permettant de

résoudre ce systéme dans le cadre du parcours du chemin de régularisation pour un cotit réduit.

2.2.3.1 Calcul de la solution pour une valeur de \ fixée

Nous prenons notre inspiration de [98] qui utilise une technique habituelle des méthodes
d’ensemble actif. Dans un premier temps, remarquons que, puisque Hgg est une matrice
symétrique et semi-définie positive, Hg ¢ (\) est symétrique définie positive et donc inversible.

L’objectif, ici, est de reformuler afin de faire apparaitre Hg ¢ ()\)_1. A partir de la
seconde équation de , nous obtenons :

ag(\) = Hee (V)" (Img — a0 (M g) (2.9)
Par substitution dans la premiére équation de (22.7)), nous avons :
YEHee (N g = a0 (A yf Heg (V) ye - (2.10)

Toujours en suivant la démarche de [98], afin d’obtenir une expression compacte de ag (\) et

ag (M), nous introduisons deux vecteurs de R™¢, v et p, tels que

(2.11)

Par substitution dans (2.9) et (2.10) nous avons

acN)=p—ay(N)v
yép=ao (N yiv
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Ainsi, 'expression de ag (\) et ag () en fonction de v et p est :

oy
hs)

)=k . (2.12)

acN)=p—ay(Nv

Rl

A la lumieére de , la résolution de pour une valeur donnée de A se réduit & cal-
culer les valeurs correspondantes de v et de p. Puisque la matrice Hg ¢ () est symétrique définie
positive, cette résolution peut se faire par 'utilisation d’une décomposition de Cholesky. La dé-
composition de Gaxpy Cholesky (voir par exemple [54]) dont la complexité est %mg est une
possibilité. Toutefois, des améliorations significatives peuvent étre obtenues en traitant globale-
ment la résolution de 'ensemble de ces systémes (paramétrés par A). Nous décrivons a présent

cet algorithme qui présente un cott réduit.

2.2.3.2 Calcul d’une série de solutions

Notre méthode fait un usage central du fait que si la matrice H peut étre approchée par
une matrice de rang faible (indépendant de m) alors la complexité de la résolution du systéme
est linéaire en mg. Ce résultat correspond a la proposition . Ainsi, nous commencons par
introduire une approximation de rang faible de H et nous 'utilisons pour calculer les multiplica-
teurs de Lagrange. Pour éviter les instabilités numeériques, nous définissons une petite constante
positive £ qui est supposée suffisament grande pour que H (&) soit “numeériquement définie posi-
tive” (c’est-a-dire que ses valeurs propres ne soient pas trop petites). Pour obtenir une solution
approchée de pour g > ¢ tel que £ (A\g) est connu, nous utilisons une approximation de
rang faible de Hg(,).e(00) (), approximation qui peut étre obtenue directement de celle de H (¢).

L’approximation de H (¢) (et donc H) que nous considérons est une matrice H, (¢) satisfaisant
H,(¢) = R,RF

avec R, € My, (R). Cette matrice H, (¢) est de rang r et la matrice de Gram associée est de
méme ranglﬂ Remarquons que cette factorisation peut reposer sur le fait que H () est symétrique
définie positive. Comme dans section nous réordonnons les exemples d’apprentissage et
Re(x)

décomposons la matrice R, en fonction des ensembles £ et Z. Nous avons alors R, = R
Z(Mo)

?

avec Re(yg) € Mg ) (R) et Rz(xg) € Mung, ).r (R), et obtenons

H, (e) = <H5(AO)78(AO)’T © Hg(AO)’I(AO)’T (E)> = <R5(>\0)Rg()\o) RS(AO)Rg(A0)>
Hz(xg),8(00),r (€) Hz(0)2000),r () RI(/\o)Rg()\O) RZ(AO)R%(,\O)

1. Pour une idée de la preuve, penser au fait que r représente la dimension de ’espace de représentation. Dans
ce cas la, la matrice de Gram et le hessien doivent étre de méme rang. Pour une preuve analytique, on écrit H,
en fonction de la factorisation de la matrice de Gram puis avec I'inégalité de Sylvester on montre I’égalité de leurs
rangs.
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Par construction,
)\0 — &
He(3).£00) (20) = He(r),00) () + =5 Tmesy)

et donc, Hg(yy)e(x) (Ao) peut étre approchée par

He(x),6000),r (A0,€) = Hexg),e(00),r (€) + %Imwo) :
L’intérét de cette approximation est que finalement, on ne travaille plus qu’avec Rg(y,), qui peut
étre directement obtenue a partir de la matrice R, c’est-a-dire pour une seule approximation de
rang faible de H (¢). Le fait que He(yy) e(xo),r (€) D€ s0it pas la matrice que I'on aurait obtenue en
calculant I'approximation de rang faible de Hg ) (o) (€) ne souléve aucune difficulté puisque
nous n’utilisons pas les éventuelles propriétés de cette factorisation. De plus, cette matrice est

réguliére.

Proposition 7. Soit le systéeme d’équations linéaires suivant

He(xg),00)r (M0,8) v = 2,

avec Hg () (r0),r (A0:€) € Ming(y 1 me(,) (R) la somme d’une matrice de rang r et de la matrice
rdentité multipliée par un scalaire. La complexité de résolution de ce systéme est linéaire en

Mg (ny), Plus précisément en O (mg()\O)TQ + 7’3),

Démonstration. Tapplication de l'identité de Sherman-Morrison-Woodbury (voir par exemple
[54]), permet d’obtenir :

)\0 — & -1 )\0 — € -1
<H8()\0),5()\0),r (e) + 21m5<A0>> = <R5(>\O)Rg(>\o) + QImmO))
2 4 2 T ! T
— )\O — €Im£</\0) - ()\0 _ 5)2 Rg()\o) (Ir + 7)\0 — €R5(>\0)R5(/\0)> R5(>\O)
2 4 —1 pT
= )\0 — gl’mg(Ao) - (AO _ E)QRS(AO)T ()‘0) Rg()\o) (213)

avec

2 T

Résoudre le systéme d’intérét se réduit a résoudre un systéme de taille r (celui correspondant
a U'inverse de T (Ao)) et & effectuer une série de multiplications de matrices et de vecteurs. Une
fois que T (\g) est obtenu en O (mg()\o)r2) opérations, ce systéme est résolu par une méthode de
Cholesky en seulement %7“3 opérations (voir la section précédente). Puisque les multiplications de
matrices de impliquent des matrices de tailles inférieures a (mg( Ao)» r), leurs complexités

n’excedent pas O (mg(/\O)TQ). La somme de ces deux complexités conclut la preuve. O

Pour obtenir une solution approchée de (2.11)) pour A = Ao, la matrice Hg(xy)e(r0) (M0)

est remplacée par Hg(x,)e(ro),r (€) + /\02_817"5&0)‘ Les valeurs correspondantes de v et p sont
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calculées par résolution d’un systéme produisant 7' (Ag). Pour obtenir un systéme triangulaire
pour chacune des équations, une décomposition de Cholesky de cette matrice est effectuée afin
que T (Ao) = Lg(,\o)LS(Ao)' Grace a la proposition (7} la complexité du calcul de v and p se
réduit de O (m?g’) a o (mgr2 +r3), ce qui confirme la complexité linéaire en mg annoncée
au début de la section. Cette constatation établit I’avantage de notre algorithme abordant de
maniére globale la résolution approchée des systémes par rapport aux méthodes trai-
tant indépendamment chacun de ces systémes. Par abus de notation, nous continuons d’utiliser
al (o) = (ao (Ao) acg (/\0)T>T pour désigner la solution approchée de (pour A = Ag). Les
détails concernant la complexité et la conséquence de cette approximation sont donnés dans la
section Puisque cette approche considére que &€ (A\g) est connu, nous nous intéressons a

présent a la méthode proposée pour suivre I’évolution de cet ensemble.

2.2.4 Détection des changements dans la partition de 1’ensemble d’appren-
tissage

Soit ()\l)l e+ la séquence strictement décroissante de valeurs du coefficient de régularisation
associée aux modifications des ensembles £ et Z. Ces événements peuvent étre directement inférés
des définitions de ces ensembles. En effet, si la séquence est connue jusqu’a son terme d’indice
1, alors trouver A\'*! revient & identifier la plus grande valeur de X\ dans lintervalle (0, /\l) pour
laquelle un nouvel indice i € [1,m] vérifie y;hy (z;) = 1, c’est-a-dire résoudre en A ’ensemble

des équations indexées par @ :
yih (.%'z) = Hi,(g()\l)ozg()\l) ()\) + yio ()\) =1. (2.14)

L’implantation naive de cette méthode la rend inapplicable pour les grandes valeurs de mg,
et nous verrons dans la section que le cas extréme &€ (A\) =[1,m] est atteint en pratique.
Heureusement, le systéme nous fournit une expression analytique des variables duales qui
permet d’écrire le développement de Taylor du premier ordre de hy. Ce développement est alors

utilisée comme approximation de cette fonction. Dans ce but, nous définissons

. 1 —yihy (7;) 1 —yihy (z;)
1 41 _ A _ A
viellm], A A 8(1_yih>\(xi))’ A Yi Oh (i)
oA A= oA |\
Oh(z;) Oap(N) Oag(N)

L’expression de =5y~ s’obtient facilement une fois que =53~ et =53~ sont connues. Ces
quantités sont obtenues a partir de (2.11) :

dao(N) _ _1v pyFv—Tvylp
o 2 (ubv) ‘ 215
aaéeA(A) =-1Hee N ae (V) - &“607@7/

Si (Aé“) étaient le vecteur des racines des équations (2.14), alors expression de A1
id[1,m

)
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FiGURE 2.2 — Nlustration du développement de Taylor utilisé pour la détection de changement
d’ensembles. Il s’agit du développement au premier ordre de y;hy (x;) pour deux exemples z; et
9.

serait simplement

A= max AL

{iaitt<n}
Toutefois, I'utilisation d’une approximation nécessite une autre formule pour éviter a ’algorithme
d’effectuer des pas vides (c’est-a-dire sans changement d’ensemble) ou des pas trop grands. Nous
avons trouvé que la régle empirique suivante était particuliérement efficace : X1 est choisi tel que
2% des indices de &€ (/\l) satisfont A1 < )\§+1 < AL Cette approximation peut néanmoins fournir
des solutions inappropriées lors de I’existence de plateaux. Pour éviter ces situations, lorsque \+1
devrait étre choisi plus petit que %)\l, il est alors pris égal a %)\l. Nos expériences ont montré
que ce probléme n’a lieu que lorsque A est trés grand. La prédiction de la partition des exemples
d’apprentissage pour A1 se base simplement sur le signe de 'approximation du premier ordre
de 1 — y;hy (z;) (penser & la deéfinition des ensembles £ et 7). De part le comportement non
linéaire des multiplicateurs de Lagrange, cette prédiction doit étre corrigée. La partition exacte
est alors obtenue par une méthode d’ensemble actifs. Pour une partition donnée, la valeur des
multiplicateurs de Lagrange est calculée puis la consistance du résultat est vérifiée. Si ce n’est
pas le cas, une nouvelle partition est calculée et ainsi de suite. Puisque la partition prédite est
proche de I'optimale, cette étape de correction est peu coiiteuse. Dans les simulations, hormis

pour les trés petites valeurs de A, la convergence est atteinte en une seule mise & jour.

2.2.5 Calcul du point de départ du chemin de régularisation

De maniére analogue & la section [2.1.2] afin de définir un point de départ pour le chemin de
régularisation, nous tirons profit de la particularité du probléme [6] lorsque X tend vers Uinfini.

Asymptotiquement, H (\) est équivalent a %Im, c’est-a-dire que les exemples d’apprentissage
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n’interviennent plus que par leurs catégories par le biais de la contrainte y” o = 0. Le probléme

d’apprentissage est alors “équivalent” a

Probléme 14 (Probléme équivalent au probléme [6] quand A tend vers linfini).

«

A
max {—4aTa + 1%0(}

Vie[l,m], a; >0
y'a=0
Dans [28] (Annexe C), les auteurs annoncent que la solution du probléme |14]est :

ai()\):%siyizl

a; (A) = % sinon

Vi e[1,m], (2.16)

Ces valeurs s’obtiennent facilement en substituant la contrainte égalité dans la fonction objectif
puis en cherchant le minimum de la parabole (en une seule dimension). Une fois les valeurs des
multiplicateurs connues, pour connaitre le comportement asymptotique du classifieur, il suffit de
calculer la limite by de by lorsque A tend vers I’infini. Dans ce but, nous faisons usage du fait que
puisque tous les multiplicateurs de Lagrange sont asymptotiquement positifs, alors les conditions

complémentaires de Kuhn-Tucker 1} imposent que pour tout i dans [1,m], yihy (2;) tend vers

1. Ainsi, les équations (2.5)) et (2.16) donnent

b = my —me_
m
La conséquence directe de cette équation est que si my # m_, alors le classifieur limite retournera
toujours la catégorie de plus grande cardinalité. De plus, contrairement & la ¢1-SVM, il n’existe
pas de valeur A\, telle que pour toute valeur de A supérieure les multiplicateurs de Lagrange
soient constants. Tout ce que 'on sait est le comportement asymptotique des multiplicateurs de
Lagrange, ce qui n’est pas suffisant pour définir un point de départ de maniére analogue a celle
de la ¢1-SVM (voir . Toutefois, cette connaissance est utile pour obtenir deux critéres. Le
premier permet de savoir si une valeur de A est suffisamment grande pour étre la valeur de A
associée au point de départ du chemin (noté par la suite A!). Le second critére permet de savoir

quand commencer & calculer le critére de sélection de modéleF_-].

2.2.6 Vue d’ensemble de P’algorithme et analyse de la complexité

La figure présente la synthése des différents éléments constitutifs de ’algorithme de par-
cours du chemin de régularisation.

1l y a cing éléments principaux :

1. Un classifieur ne renvoyant toujours qu’'une catégorie ne peut pas étre optimal pour un probléme non trivial.
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Approximation de H (¢)

i

Calcul de o pour A!
(grande valeur de \)
V=2
Détermination de A\
et prédiction de £ ()\l)

l

l=1+1

Correction de ’estimation de

(N

Calcul de « ()\l) et ag ()\l) —

non

non

-/

[ Est-ce une solution réalisable 7

oul
4[ Est-ce la fin du chemin ? j

oul

Développement du classifieur sur &

F1GURE 2.3 — Diagramme de 'algorithme de parcours du chemin de régularisation pour la #o-
SVM

— L’approximation de rang faible de H (¢),

— Le calcul des multiplicateurs de Lagrange,

La boucle extérieure qui engendre la suite de ()\l),

la boucle intérieure qui met a jour £ (pour la valeur courante de \),
— le recalcul du classifieur obtenu.
Nous présentons a présent les complexités de chacun de ces éléments et les choix concernant leur

mise en ceuvre.

2.2.6.1 Approximation de rang faible du hessien

Nous nous intéressons a présent a l'obtention de H, (¢) et aux conséquences de cette approx-
imation. Parmi les différents algorithmes possibles pour cette tache, nous choisissons de retenir
la factorisation incompléte de Cholesky (Incomplete Cholesky Factorization, ICF) proposée dans
[44], la décomposition en valeurs propres tronquées pour ne retenir que les plus grandes valeurs
propres et la méthode de Nystrom pondérée par les densités [112]. Leurs complexités respectives
sont en O (mr2), 0 (m3) et O (13 + lm) avec [ le nombre de landmarks. Le nombre de landmarks
est un parameétre interne de l'algorithme de [112] qui correspond au nombre de centroides utilisés
pour estimer la densité des exemples. On peut aussi voir [ comme un majorant de r. D’aprés les

résultats présentés dans I’étude comparative de [113], nous choisissons de retenir les méthodes de
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Nystrém[]. Il est intéressant de remarquer que ’utilisation d’une décomposition en valeurs pro-
pres dans notre méthode correspond a effectuer une analyse en composante principale kernelisée
[93] avant d’entrainer une SVM linéaire.

Si le RKHS engendré par x est de dimension finie, le choix de [ est évident puisque r est
le minimum entre le nombre d’exemples et la dimension de ceux-ci. Dans le cas contraire, les
matrices H (¢) et H, (¢) ne seront en général pas égales, ce qui rend le choix de r plus difficile.
Ce choix est d’une importance cruciale pour 'apprentissage puisqu’il impacte la capacité de la
classe de fonctions (voir la Kernel Projection Machine [14] qui travaille sur un espace construit
a partir des fonctions propres du noyau). En effet, moins on choisit de fonctions propres plus
on réduit la taille de la classe de fonctions considérée. Le choix d’un rang r faible a donc un
effet régularisant. Les deux principales options consistent soit & pré-spécifier un rang soit a sélec-
tionner toutes les valeurs propres au-dessus d’un seuil donné. La méthode du rang pré-spécifié
peut étre reliée a 'apprentissage d'un classifieur de complexité réduite (voir par exemple [72]).
L’utilisation d’un seuil sur les valeurs propres permet de contrdler la précision de la solutionE] et
donc de limiter la possibilité d’imposer une régularisation trop forte au probléme d’apprentissage.
Pour la régression ridge kernelisée, la proposition 1 de [31I] donne une borne supérieure sur la
différence des fonctions calculées avec et sans I'approximation. Lorsque le modeéle est linéaire (et
non affine) dans I’espace de représentation, cette proposition est valable pour la LS-SVM et donc
pour la £>-SVM. Un tel résultat permet de comprendre 'impact de I’approximation de la matrice
H () et du coefficient de régularisation sur le classifieur. L’avantage de cette technique de seuil
est qu’elle permet de s’assurer que H, (g) est symétrique définie positif. Ainsi, cette sélection du
rang par seuillage des valeurs propres sera utilisée dans les expériences. Il est important de garder
a 'esprit que l'approximation de H (¢) ne laisse pas le probléme d’apprentissage inchangé. En
effet, elle introduit un changement de noyau (qui est d’autant plus petit que ’approximation est
exacte). Dans le cas bi-classe, nous n’utiliserons pas l'expression analytique de &, (voir l'expres-
sion analytique en fonction des fonctions propres dans [53]) en lui préférant une autre approche

qui est décrite dans la partie dédiée au développement du classifieur sur s (paragraphe [2.2.6.3))

2.2.6.2 Analyse de la complexité de la boucle extérieure

Comme vu en section le calcul de X1 et la prédiction de I'ensemble & ()\l“) font
usage du calcul de la dérivée de ag par rapport & A. Cette dérivée est obtenue en résolvant
un systéme linéaire construit autour de la matrice Hg ¢ ()\l)_1 déja rencontrée lors du calcul de
la valeur des variables duales . Le calcul de la dérivée tire profit de la disponibilité de la
décomposition de Cholesky de T’ ()\l). La conséquence directe est que la résolution du systéme
est simplement obtenue par deux résolutions de systémes triangulaires et quelques produits de
matrices pour une complexité en 2m5(/\l)7“ +2r2 + 4m5(Al) opérations. Le calcul des valeurs )\iH

se fait en 4mr 4+ m opérations. La complexité globale du calcul de A1 est donc en O (mr + 7"2).

1. Nous nous autorisons a choisir des méthodes de Nystrom classique ou une méthode ponderée.
2. Le controle de la précision se fait par 'utilisation d’une norme sur la différence de H et H,.
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La complexité pour obtenir la solution approchée de (2.11)) en A\'*! est en O (mg(/\lﬂ)r + r3>

une fois que la matrice Rg(/\zﬂ)Rg()\lH) est connue. Le calcul naif de ce produit Rg(Aul)Rg()\lH)
nécessite Meg( )\l+1)r2 opérations faisant de lui la téche la plus cotteuse de I’algorithme. En pra-
tique, nous utilisons & notre avantage le fait que 'ensemble £ change lentementE] pour calculer

une mise a jour de la matrice R?()\Z)RS()\Z) qui cotite seulement 2r2AE ()\”1, )\l) opérations avec

AE ()\l+1, )\l) = ‘mg(/\lﬂ) — mg(AZ) la valeur absolue de la différence des cardinaux de deux

ensembles consécutifs. La maniére de choisir A" (voir[2.2.4) permet d’espérer que AE (A1, )
soit proche de 2% de Mg (x1):

2.2.6.3 Développement de h) en «

Comme annoncé en section [2.2.6.1] le classifieur retourné par l’algorithme est construit sur
le noyau &, (dont le calcul par sa formule analytique demande O (mr) évaluations du noyau k).
Afin d’obtenir un classifieur i, utilisable facilement en test, nous proposons de revenir de s,
vers k en nous inspirant de [14]. Soit un sous-ensemble J de [1,m], nous cherchons le vecteur
de coefficients v (A) € R™7 tel que

ha =% (N yikia, + 0 (V)
ieJ

et que h) soit identique au classifieur construit avec x, sur ’ensemble d’apprentissage, soit,

meg(x)

(yi [il,\ (zi) — a0 ()\):|>1<i<m = wi Yy N yjrr (x5, 2:)

7=1 1<i<m

Cette derniére équation peut étre reformulée algébriquement en :
T
H 7(e)v(A) = Rng(A)OZS (\)

Dans le cas d'un espace de représentation de dimension infinie, nous suggérons de choisir un
ensemble J égal & £ (\) afin de conserver la parcimonie de la SVM. Ainsi 'obtention de ~ (\)
nécessite O (mg( )\)> opérations. Lorsque la dimension de ’espace de représentation est r, on
peut choisir m = r et ainsi calculer 7 (\) en seulement O (r3) opérations. Ce résultat prouve
Iintérét d’utiliser des polynémes de degré faible puisque cela induit que le temps pour évaluer
hy sur un exemple de test dépend de r plutot que mg(y). Bien évidemment, cela suppose que le

nombre d’exemples est trés supérieur a 7.

1. La lenteur de variation de & est obtenue par la maniére de choisir AT,
2. En effet, puisque H est de rang r, seuls r colonnes sont linéairement indépendantes, et donc il suffit d’en
choisir 7.
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2.3 Sélection de modéle pour la /,-SVM

Dans la section [1.4.2] différentes méthodes permettant d’évaluer la qualité d’un modéle ont
été présentées, nous ne les discuterons pas en détail ici. Nous montrons dans un premier temps
que le calcul de 'erreur de validation croisée leave-one-out appliqué a la, LS-SVM associée a une
l5-SVM correspond a l'approximation de 'erreur de validation croisée leave-one-out présentée
dans [27]. A partir du constat que I’hypothése sur les vecteurs support correspond & manipuler la
LS-SVM associée (proposition @), nous présentons une approximation de I'estimation bootstrap
leave-one-out qui permet naturellement d’obtenir une approximation du bootstrap .632+. A 'aide
de cette formulation, nous proposons aussi une approximation de 'erreur de validation croisée &
V pas se basant sur le méme concept. La motivation pour développer des approximations d’autres
estimateurs de 'erreur en généralisation que celui de la validation croisée leave-one-out vient de
[22]. En effet, les auteurs y montrent que la variance est aussi un élément a prendre en compte
dans la sélection de modeéle puisqu’elle peut induire du sur-apprentissage. Les caractéristiques

du bootstrap .632+ en font donc naturellement un bon candidat.

2.3.1 Intégration de 'approximation de ’erreur de validation croisée leave-
one-out

Cette section propose une implantation efficace de ’approximation de 'erreur de validation
croisée leave-one-out (ou simplement approximation de 'erreur de test) dans le cadre du parcours
du chemin de régularisation lorsque le rang de la matrice de Gram est de rang faible. Tout d’abord,
nous démontrons que la méthode de Cawley et coauteurs [21I] pour calculer lerreur de test de
la procédure de validation croisée leave-one-out pour la LS-SVM entrainée sur dg est égale a
I’approximation de ’erreur de validation croisée leave-one-out de la £5-SVM. Nous présentons
ensuite un moyen pour calculer cette approximation lorsque H, (¢) est de rang faible, auquel cas,

la complexité est linéaire en mg.

Proposition 8. Le nombre d’erreur associé a l'approzimation de l'erreur de validation croisée
leave-one-out de la l5-SVM est égal a celui de la procédure de validation croisée leave-one-out de
la LS-SVM entrainée sur de qui est

Z ]l{yihg\(%iKO} - Z ]1{ a;(N) _120} . (2.17)

icE ie€ | (A1),

Cette proposition est contenue dans 1’énoncé de cette approximation fait par Chapelle et
coauteurs dans [105]. Toutefois, nous le redémontrons ici afin de mettre en évidence des relations
utilisées pour obtenir la complexité linéaire en nombre d’exemple. De plus, cette proposition est
particuliérement intéressante puisqu’elle montre que ’approche géométrique de la notion d’espace

engendreé coincide avec I’approche purement analytique de [20].

Démonstration. Soit of (), a& (A) et ﬁz)\ respectivement le biais, le vecteur des multiplicateurs
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de Lagrange et la fonction calculée par la LS-SVM entrainée sur dg \ {(z;,v:)} avec le noyau k.
A la fin de la preuve, nous montrerons que ﬁ’)\ (z;) est égal a hi (z;) et que c’est donc la quantité

d’intérét de la procédure de validation croisée leave-one-out.

Cawley et coauteurs ont montré dans [2I] que A} (z;) peut étre déduit des quantités im-
pliquées dans ’expression de la LS-SVM entrainée sur ’ensemble d’apprentissage complet d,.
Leur démonstration fait usage de la matrice de Gram, mais nous la présenterons en utilisant la

matrice H (\) afin de 'intégrer dans le cadre de I’étude.

Puisque la démonstration fait une utilisation intensive de (2.8}, rappelons la :

T e Y O
ye Heg+ 5Im, ) \ag(N) Ling

Afin de faciliter les notations, les coefficients de Ag (\) varient de 0 & mg de maniére a ce

que les indices des colonnes correspondent a ceux des indices de a@ () :

Ae (N) = (@ij)o<i jme -

A partir de cette matrice, nous définissons :
— A" € My me (R) la matrice Ag (A) dont les lignes et les colonnes d’indices i ont été
enlevés,
— a; € R™¢ la colonne d’indice ¢ dont le coefficient d’indice ¢ est enlevé,
— a;; € R le coefficient d’indice (4,1).
Avec ces notations, la ligne d’indice i (i € [1,mg]) du systéme (2.8)), correspondant a la

condition de Kuhn-Tucker pour 'exemple i, peut étre réécrite en
T T
o (ao (A ey (V) ) =1 - as00 (V) (2.18)
alors que les autres lignes en
i T T
(A a;) (ozo N agyy V)T @ ()\)) — (1%, )" . (2.19)

Cette décomposition de Ag (A) permet d’exprimer le probléme d’apprentissage de la LS-SVM

entrainée sur £\ {i} en terme de A’ :

Al <Z EAD - (1 0_1> . (2.20)

Par la définition de a;, nous avons y;h} (z;) = Hy g (\) e (\) +yiah (\) = al (aé (\) ak (/\)T>
Par substitution de (2.20)) dans cette expression :

>

vl (27) = af (A1) (015, )"
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Les équations 1) et 1} permettent de simplifier la formule afin d’exprimer yjﬁ)\ (x;) en
fonction de a; (M) :

yjl& (l’l) = CLZT (AZ -1 (AZ ai) (7)) ()\) af)\{i} (/\)T (674 ()\))T

A (&%) ()\) 045\{1'} ()\)T>T + oy ()\) aiT (Ai)il a;

/N

Il
S
|
—~
— — \_/. N—

(2.21)

La derniére ligne vient de 'application de la formule d’inversion par bloc. De plus les sorties,
pour l'exemple ¢, du classifieur & marge dure équivalent et celui a marge douce (c’est-a-dire

construit sur ) ou k) sont égales :

- A
R (z;) = a; (N yik (i, x5) + 0ij= | + a0 (N)
A ; < J j j J 2)
= Zaj (A) yjk (x4, 25) + ag (N)
i
= hd (i) . (2.22)

L’utilisation conjointe de (2.21)) et (2.22)) permet d’obtenir le nombre d’exemples de dg qui
sont mal classés par la LS-SVM entrainée sur de. Comme seuls les exemples de de contribuent &
Perreur de la EQ—SVMB le nombre d’erreurs de ((1.21) et de (2.17) sont les mémes, ce qui conclut

la démonstration. O

L’intérét de cette proposition est double. En effet, cette approximation de ’erreur de vali-
dation croisée leave-one-out est connue pour avoir de bonnes propriétés en sélection de modéle
mais de plus offre la possibilité d’étre calculée efficacement. Comme vu précédemment, la ma-
trice Ag (A) joue un role central dans la sélection de modéle. La formule d’inversion par bloc

nous permet d’obtenir les coefficients de la diagonale de l'inverse de Ag () :

A (V)1 = s —s 'yt Hee V)7
e = e () Vel Hee N 4 Hep (0 o=y He o (3)1
g (N yes ge N+ Hee (N yes yg Hee (M)

1 _1,r
= S S 2.23
—%V Hg,g (/\)71 + 1T ( )

S

-1
avec s = —yL He e (\) ™ ye = —ykv.

1. Les exemples qui ne sont pas vecteurs support n’interviennent pas dans la procédure de validation croisée.
En effet, si on les enléve de ’ensemble d’apprentissage le classifieur reste inchangeé.
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Pour i € [1,mg], les coefficients de la diagonale sont :

1
-1 -1
Ae Wi = (Hee)) + <02 (2.24)

Grace a I'approximation de rang faible de Hg ¢ (), la complexité du calcul des coefficients de
la diagonale de l'inverse de cette matrice est linéaire en mg. En effet, en conservant les notations
de la section [2.2.3] nous obtenons

\—¢ -1 2 4
Hee(\) '~ Hege, I, == I,.——— ReT (N 'RY
eg (V) ( g (€)+ g> N2 lme ()\75)235 (A" Re
2 4 T
=—" In.— — (L7'RE)" (L7'RY).
\ g e (}\_5)2( £ 5) (5 5)

L’obtention de la matrice LglRTT présente une complexité en O (mgrQ) opérations. Soit u; ;

son terme général. Les termes de la diagonale Hg ¢ ()\)_1 sont données par

2 4

: -1y _ 2
Vi e Hlvmgﬂ» <HS,5,7" ()‘55) )i,i T N_¢ ()\ _ 6)2 Zluj,l . (225)
j=

L’utilisation combinée de et , ainsi que le fait que v et L¢ sont déja calculés,
permet d’obtenir une complexité en seulement O (mgrQ) opérations pour calculer I’approximation
de l'erreur de validation croisée leave-one-out par les spans. Lorsque r est petit par rapport &
m, le calcul de cette approximation est plus rapide que celui de la borne Rayon-Marge. En effet,
la. complexité est inférieure a celle de la résolution du probléme quadratique nécessaire pour
obtenir le rayon. L’intégration de la sélection de modéle dans 1’algorithme de parcours du chemin
de régularisation est présentée dans la figure Les principales différences sont le calcul de
I'approximation de l'erreur de validation croisée leave-one-out ainsi que le développement du

classifieur optimal (selon le critére de sélection de modéle) sur k.

2.3.2 Approximation de ’estimateur de bootstrap .632+

L’intérét principal de l'estimateur de bootstrap .6324 est qu’il permet d’obtenir un bon
compromis entre biais et variance (voir la section . Il apparait alors comme un critére
idéal pour la sélection de modéle. Hélas, son coiit de calcul est souvent prohibitif. Nous proposons
donc une approximation rapide de la procédure de bootstrap en utilisant 'hypothése que les
vecteurs support ne changent pas, ce qui nous permet de travailler avec la LS-SVM associée.
Nous détaillons uniquement 'obtention du bootstrap leave-one-out, puisque le bootstrap .632+
se construit & partir de celui-ci.

Notons &£ l'ensemble des indices des exemples utilisés pour entrainer la LS-SVM et £* un
échantillon de bootstrap obtenu & partir de £. Par abus de langage, nous appellerons £* un
ensemble et nous ferons de méme pour les objets construits & partir de £*. Nous allons montrer

qu’a partir d’'un apprentissage sur &, il est possible de connaitre la prédiction de la LS-SVM



2.3. Sélection de modéle pour la £5-SVM 63

Approximation de H (¢)

i

Calcul de a pour A!

(grande valeur de \)
V=2

Détermination de A

bi=141 et prédiction de £ ()\l)
l C tion de 'estimation d
Calcul de « ()\l) et ag (/\l) ~— orrecHon Se(/\(le)s HHAtion €6
. L. ) non
non [ Est-ce une solution réalisable 7 )

loui
Calcul de I’approximation de

I'erreur de test

4[ Est-ce la fin du chemin ? ]

oui
Développement du clas-
sifieur optimal sur k

FiGURE 2.4 — Diagramme de l'algorithme de sélection de modele par parcours du chemin de
régularisation pour la £5-SVM

entrainée sur £* pour les exemples d’indices £ \ £*. Un échantillon bootstrap étant obtenu par un
tirage avec remise, des exemples d’indices dans &€ sont absents de £*, d’autres sont présents une
seule fois et certains le sont plusieurs fois. Pour simplifier la démonstration, nous ne considérons

pas plus de deux copies de chaque exemple. Nous notons alors :

— & 'ensemble des indices n’apparaissant pas dans I’échantillon de bootstrap,

— &1 I'ensemble des indices apparaissant au moins une fois dans I’échantillon de bootstrap,

— & l'ensemble des indices apparaissant deux fois dans I’échantillon de bootstrap.
L’ensemble & peut s’écrire comme la réunion des ensembles des indices apparaissant une seule
fois et ceux apparaissant strictement plus d’une fois, soit & = & U &; avec £ = &, et donc

E* =& UE! U & Réordonnons alors les exemples de maniéres a avoir :
T
T
- o' = (agfafog!)
avec a* le vecteur des multiplicateurs de Lagrange optimaux de la LS-SVM apprise sur £*. On

réorganise les matrices Hg+ g+ (A), Ag+ (A) et Cg+ de maniére similaire.
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Lemme 5. L’entrainement d’une LS-SVM sur £ ou sur & fournit le méme classifieur.

L’interprétation géométrique de la LS-SVM rend ce lemme évident. Nous en présentons ici
une approche analytique qui permet, de plus, de savoir comment repartir les poids entre les

exemples.

Démonstration. L’apprentissage de la LS-SVM sur I'échantillon de bootstrap £* correspond a

résoudre :

Age (V) al. (A) = G-,
qui s’écrit
T T T
Qgragr +ygner + Yg, g, = 0
* 7 * 7 * 7 *
agye; + Hepgrag + Her encvgn + Hey g, 0, = 1gg

* ] * ] * r] * ’
agYey + Hep eraigr + Hep gnagn + Hen g, 08, = ley

* r] * I * r] *
agye, + Hey gpop, + He, epopn + Hey g,05, = g,

Puisque &; = &;, nous pouvons écrire ce systéme en fonction de & et £ uniquement :

T T T
0651045‘{ + yg{/ag{’ + ngOng =0
* ] * r] * * _
QapYe! + Hg{f{ac‘){ +H5{’5{/ (Oégix + Ot52> = 15{

asy(‘:i’ + ﬁg{/ﬁ{azi + ggilfil (OJZ{/ + Oé:%) = 151/ (226)

aéygi/ + ﬁg{gg{ azi + ﬁg{gg{/ (Oéa/ + a%) = 1511 (2.27)

Les équations (2.26) et (2.27)) sont identiques. De plus aa, et ag, jouent un role symétrique dans
I’apprentissage et dans I’évaluation de la fonction de décision. Lorsque le méme exemple apparait
plusieurs fois dans ’échantillon de bootstrap, alors les multiplicateurs de Lagrange optimaux ne
sont plus uniques. Le choix de prendre ag, = O, prouve que Iapprentissage sur £ est équivalent

a lapprentissage sur &;. O

Rappelons que 'apprentissage de la LS-SVM sur £ s’effectue en résolvant le systéme suivant

A A (7)) O
foar Paf ) L ae | = [ 1me (2.28)
Ago e, Asgy g

0

avec
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et
Ago,go = H50,50 ()‘) .

Comme nous 'avons vu avec le lemme précédent, 'apprentissage d’une LS-SVM sur ’échantillon

boostrap s’effectue en résolvant le systéme linéaire :

ap 0
Qg 1, £

Lemme 6. Soil Bgo le vecteur de R"¢ dont les composantes sont les valeurs de la fonction
calculée par la LS-SVM (apprise sur [’échantillon de bootstrap £*) pour les points d’indices dans

Ey. Nous avons alors

—1
o © By = g, = ((Aee ), ) ey 1),

avec ® le produit d’Hadamard.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle donnée pour la procédure de la validation

croisée leave-one-out. Dans toute la démonstration A est omis car le calcul se fait & \ fixé. Par

~ ok
Yeo © hgo = A50751 ( *0> :

définition de h, nous avons :

ag,
Or

g _ 0

Qg lmg1
ce qui nous donne :

= _ 0

Yeo © hey = Agye, Ac e, ( ) - (2.29)
Ling,

Les mg, + 1 premiéres équations de (2.28)) imposent
a
’ 0
(A51781 Agl,fo) ag | =
lmg1
ag,

alors que les mg, derniéres donnent

o7y}
1m50 = Ag.&1 < ) + Agy 00 -

ag,
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En substituant ces 2 équations dans (2.29)), on obtient successivement

ap
yg() @ th = A50,51 Agl,gl -1 <A51,€1 Agl,go) O[g1 (230)
agb
(7)) 1
= A50751 ( ) + A50751 A51,51 Agl,c‘foac‘:o (2-31)
agl
puis
Yeo © Bgo = 1m£0 - (Ago,go - A50,51 A51751 ! Aghgo) ag, (2'32)

-1
—1
= lpg, — <<A5’5>50,50) ag,- (2.33)

La derniére ligne est obtenue par la formule d’inversion par bloc, et elle conclut 1a démonstration.
O

D’apres [41], Err() est presque égal a celle donnée dans [42], soit :

m B
21 21 Yz, ¢ De0 Y, £ £ ) (X))
m B
Y1 2obe1 Yz ¢ 0y

Nous utiliserons cette formule afin de garder un dénominateur similaire aux formules obtenues

pour les procédures de validation croisée.

Théoréme 6. Si les vecteurs support ne changent pas pendant la procédure de bootstrap, alors

Uerreur de bootstrap leave-one-out sur les échantillons est égale a

2o gy ¥ (_ySS © 558)

D) _
e >y Mg

avec

- 5(’]’ I’ensemble des indices absents du b-iéme échantillon de bootstrap,
— Mg le cardinal de 88 ,

- v (—ygg ® Bfé’) le vecteur de R"'8 contenant autant de 1 que d’exemples de 5(1]’ mal classés
par la LS-SVM apprise sur le b-ieme échantillon de bootstrap.

Cette approximation de l'erreur de bootstrap nécessite une inversion d’une matrice de taille

mg + 1 puis B résolutions de systémes d’une taille approximativement égale & 0.368m¢ au lieu

de mg. Ceci correspond au gain d’un coefficient 20 par rapport & une approche naive.
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2.3.3 Approximation de ’erreur de validation croisée a V pas

A partir de I'approximation de Perreur de boostrap leave-one-out, il est possible de dériver
immeédiatement une approximation de 'erreur de validation croisée & V pas. En appliquant la
méme notation que pour le bootstrap, nous définissons pour chaque pas :

— & 'ensemble des indices des exemples non retenus pour ’apprentissage du pas,

— & celui servant & entrainer la SVM pour ce pas.

De maniére identique nous avons :

Lemme 7. Soit iLgO le vecteur de R™€ dont les composantes sont les valeurs de la fonction

calculée par la LS-SVM (entrainée sur 1) pour les points d’indice dans Ey. Nous avons alors

—1
Yeo © hey = lmso - <(AE,}9 O‘)) ) agy (A).

€0,€&0
A partir de ce lemme, de la méme maniére que pour le bootstrap, nous pouvons énoncer le

théoréme suivant :

Théoréme 7. Si les vecteurs support ne changent pas pendant la procédure de validation croisée

a V pas, alors Uerreur est égale a

\%4

N 1 ~
ETTgf)U’V/m) = E Z %ggl:[/ (_ygg ® h561>
n=1

avec
— & l'ensemble des indices absents du n-ieme pas de la procédure de validation croisée a V
pas,
— mgyp le cardinal de &,
- v (—ygg ® ﬁgg) le vecteur de R™4 contenant autant de 1 que d’exemples de &y mal
classés par la LS-SVM entrainée sur le n-ieme pas de validation croisée.
La complexité de ce calcul, sans tenir compte des optimisations possibles pour les matrices
de rang faible, est en O (m3 +V (%)3) : le premier terme pour l'inversion de Ag ¢ et le second
pour les V inversions de ses sous-matrices. La validation croisée leave-one-out est celle associée

& 'approximation ayant la complexité la moins élevée.

2.4 Résultats expérimentaux

Nous présentons & présent les résultats de plusieurs simulations numériques. Tout d’abord,
une comparaison de la solution obtenue par notre algorithme de suivi de chemin et un algorithme
de I’état de ’art est proposées. Nous illustrons ensuite le bon comportement de ’approximation
de l'erreur de validation croisée leave-one-out sur un exemple. L’expérience centrale est la com-

paraison de notre procédure de sélection de modéle avec une autre méthode de I’état de 'art sur
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plusieurs jeux de données. Nous concluons I’étude expérimentale par une comparaison des temps
de calcul pour la procédure de sélection de modeéle par rapport & un algorithme d’apprentissage
dédié aux grands jeux de données. Toutefois, nous ne présentons pas de résultat dédié aux alter-
natives & 'approximation de erreur de test que sont ’approximation de I’erreur de bootstrap
et de validation croisée & V pas. En effet, nous n’avons pas remarqué de différence significative
dans la qualité du modele sélectionné lors de l'utilisation d’une estimation de grande variance
ou non. Une explication possible de cette constatation est que le nombre d’hyperparamétres
dont nous recherchons la valeur est trés réduit, c’est-a-dire un, et que, dans ces conditions, le

sur-apprentissage est peu présent.

2.4.1 Conditions expérimentales

Toutes les approximations de H (€) sont produites a l'aide d’une méthode de Nystrom.
Lorsque ’ensemble d’apprentissage est plus petit que 4000 exemples, la méthode de Nystrom
& échantillonage pondéré par la densité est utilisée et dans le cas contraire, un échantillonage
uniforme est appliqué. Toutes les données sont standardisées.

Le tableau présente les caractéristiques des jeux de données utilisés. La majeure par-
tie vient de la base de données de Rétsch (http://www.raetschlab.org/Members/raetsch/
benchmark). Le jeu de donnée Spam vient de I’UCT repository [47] alors que IJCNNI et A9A
sont tirés de la page de Lin (http://www.csie.ntu.edu.tw/ cjlin/libsvmtools/datasets/).

Le jeu de données synthétiques sera présenté un peu plus loin.

Jeu de données | # descripteurs #f apprentissage # test # réalisations
banana 2 400 4900 100
breast cancer 9 200 77 100
diabetis 8 468 300 100
flaresolar 9 666 400 100
german 20 700 300 100
heart 13 170 100 100
image 18 1300 1010 20
ringnorm 20 400 7000 20
splice 60 1000 2175 20
tyroid 5 140 75 100
titanic 3 150 2051 100
twonorm 20 400 7000 100
waveform 21 400 4600 100
Spam 57 3601 1000 30
TJCNN1 22 49990 91701 1
A9A 123 32561 16281 1

TABLE 2.1 — Caractéristiques des jeux de données utilisés pour I’évaluation des performances du
parcours du chemin de régularisation de la £2-SVM. Les quatre colonnes correspondent respective-
ment au nombre de descripteurs, au nombre d’exemples d’apprentissage, au nombre d’exemple
de test et au nombre de réalisations.

Sauf spécifié autrement, un noyau “RBF” de largeur de bande o est utilisé. Afin d’éviter les
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instabilités numériques, € est fixé égal & 1078, Le coefficient de régularisation balaie une plage
allant de 1075 a 107. L’approximation de l’erreur de validation croisée leave-one-out est calculée
pour chaque valeur de A\'. Tous les temps de calcul annoncés incluent I’approximation de H (¢), le
parcours du chemin, le calcul de I'approximation de I'erreur de test et le développement du clas-
sifieur optimal (lorsque nécessaire). Notre algorithme est entiérement programmé en MATLAB
(R2010B).

2.4.2 Optimalité de la solution obtenue par le parcours du chemin de régu-
larisation

Cette section illustre le fait qu'une approximation de rang faible peut permettre d’obtenir
les mémes résultats qu'une approche classique. Un algorithme de 1’état de I’art, la version ¢y
de libsvm (que nous notons fo-libsvm), est utilisé comme référence sur trois jeux de données.

Puisque nous souhaitons obtenir une bonne approximation, les parameétres suivants sont utilisés :

— le seuil sur les valeurs propres est fixé a 1076,
— 80% des exemples de I’ensemble d’apprentissage sont utilisés comme landmarks pour con-

struire I'approximation.

L’utilisation d’une telle fraction de ’ensemble d’apprentissage dans ’approximation nous assure
une bonne qualité dans ’estimation des valeurs propres et des vecteurs propres pendant la mise

en ceuvre de la méthode de Nystrom.
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Jeu de Noyau (o) Rang de | Temps moyen en secondes (# d’apprentissages) | Rapport des
données H, (¢) Chemin l5-libsvin fonct. obj
Lincaire (X) 2 0.5996 (44) 1.6229 (10) 0.09988

Gaussien (0.2) | 317 | 1.5592 (49) 0.8799 (10) 0.98236

banana | Gaussien (0.6) | 147 | 0.95875 (45) 1.455 (10) 0.99993
Gaussien (1) 81 0.84712 (46) 16.0839 (10) 0.99945

Gaussien (1.4) 56 0.79836 (45) 18.8339 (10) 1.0001

Gaussien (1.8) 44 0.8895 (44) 13.0951 (10) 0.9991

Linéaire (X) 20 0.69215 (50) 0.99338 (10) 0.99963

Gaussien (10) 319 1.0794 (49) 1.1886 (10) 0.99304

Gaussien (15) 319 1.0554 (49) 1.1857 (10) 0.99361

twonorm | Gaussien (20) 319 1.0842 (49) 1.1932 (10) 0.99231
Gaussien (25) | 319 | 1.0724 (49) 1.1952 (10) 0.99305

Gaussien (30) | 289 | 0.99932 (49) 1.2005 (10) 0.99553

Gaussien (35) 244 0.90694 (49) 1.2022 (10) 0.99558

Gaussien (40) 231 0.90001 (49) 1.2066 (10) 0.99672

Linéaire (X) 14 2.267 (44) 33.7736 (10) 1.0001

Gaussien (2) 905 | 9.3627 (47) 5.4173 (10) 0.98943

Gaussien (3) | 873 | 7.8396 (46) 5.2021 (10) 0.99386

image Gaussien (4) 778 7.7303 (45) 5.5274 (10) 0.99759
Gaussien (5) 683 | 6.0358 (45) 6.3224 (10) 0.99899

Gaussien (6) 508 | 5.3664 (41) 5.6593 (10) 0.99977

Gaussien (7) 527 | 5.3114 (41) 5.7693 (10) 0.99987

TABLE 2.2 — Etude de la précision du parcours du chemin de régularisation de la £>-SVM par
comparaison du rapport entre les valeurs prises par la fonction objectif pour les multiplicateurs
de Lagrange obtenus avec la f»-libsvin et par notre algorithme de parcours du chemin. Pour
notre algorithme, le nombre entre parenthése est le nombre de changements effectués pour la
partition de ’ensemble d’apprentissage. Pour #»-libsvin, le temps correspond & dix fois le temps
moyen nécessaire pour un apprentissage (la moyenne est effectuée sur toutes les valeurs de A
considérées).

Le tableau illustre le fait que les solutions obtenues par le parcours du chemin de régulari-
sation et par fo-libsvm sont similaires, pour ne pas dire identiques. Il est important de mentionner
que {s-libsvm a des difficultés a converger lorsque la largeur de bande du noyau “RBF” est grande,
ce qui explique pourquoi les temps d’apprentissage sont si élevés. Pour f5-libsvm, nous faisons
figurer dix fois le temps d’apprentissage moyen en estimant que lors de 'utilisation d’une grille,
le praticien entraine la machine au moins pour 10 valeurs de A\ (Nous ne considérons pas de

validation croisée).

2.4.3 Comparaison des critéres de sélection de modéle

Le comportement relatif des bornes sur Ierreur de validation croisée leave-one-out (ou des
approximations de cette erreur) a déja été considérablement étudié dans la littérature (par ex-
emple dans [27, 28]). Les deux principales conclusions qui en ont été tirées sont qu’aussi bien le
minimum de la borne Rayon-Marge que celui de ’approximation de ’erreur de validation croisée
leave-one-out sont adaptés a la sélection de modéle et que cette approximation est un bon es-

timateur de ’erreur en généralisation. La figure illustre ces propriétés sur le jeu de données
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FIGURE 2.5 — Evolution de la borne Rayon-Marge (tronquée a 1), de Papproximation de Uerreur
de validation croisée leave-one-out par les spans et de l'erreur de test le long du chemin de
régularisation de la ¢5-SVM

2.4.4 Pertinence de la sélection de modéle par parcours du chemin de régu-
larisation

Cette section illustre l'utilisation d’une approximation de faible rang de la matrice H (¢)
pour parcourir le chemin de régularisation dans une optique de sélection de modéle. L’algorithme
de référence pour la sélection de modeéle pour les ¢5-SVM, introduit dans [27], consiste en une
descente en gradient sur une version dérivable de I’approximation de I'erreur de validation croisée

leave-one-out. Voici les détails de la procédure de comparaison :

— Pour chaque réalisation du jeu de données, le classifieur optimal obtenu par ’algorithme
sur ’ensemble d’apprentissage est testé sur le jeu de test correspondant. La valeur moyenne
et I’écart type de cette erreur de test sont donnés dans les tableaux suivants.

— le ¢ test de Student (décrit par exemple dans la section 3.3 of [38]) est effectué sur cette
fréquence d’erreur. Si la différence est significative, le meilleur des résultats est écrit en

gras.

La base de données de Ritsch La base de données de Rétsch a été largement utilisée
comme benchmark pour la classification bi-classe (voir par exemple [87, 39 [72, 21]). Dans cette
expérience, en raison du faible nombre d’exemples, nous utilisons une décomposition de Nystrom
pondérée par la densité en utilisant 60% de I’ensemble d’apprentissage comme landmarks et nous

ne conservons que les valeurs propres supérieures a 1074,
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Jeu de données Erreur de test en % Temps
Moyenne (écart type) en secondes
Chemin Gradient Chemin | Gradient
banana 11.07 (0.88) | 10.85 (0.73) | 0.6310 | 0.5612
breast cancer 27.10 (4.67) | 26.64 (4.56) | 0.4613 | 0.2551
diabetis 24.04 (1.94) | 23.81 (1.94) | 0.8224 | 1.2781
flaresolar 34.49 (1.87) | 34.84 (1.82) | 0.4011 2.4215
german 23.77 (2.13) | 23.65 (2.03) | 1.9661 | 2.8821
heart 16.83 (3.47) | 16.71 (3.11) 0.4741 0.1586
image 03.32 (0.72) | 03.90 (0.69) | 6.5991 | 8.1389
ringnorm 01.69 (0.40) | 01.61 (0.15) | 0.9900 | 0.4171
splice 11.87 (0.72) | 11.16 (0.70) | 4.0894 | 5.8144
tyroid 07.08 (3.69) | 07.01 (3.66) | 0.4575 | 0.0728
titanic 23.05 (1.11) | 22.59 (0.88) | 0.3804 0.1292
twonorm 02.67 (0.34) | 02.69 (0.18) | 0.9998 | 0.4748
waveform 10.09 (0.56) | 09.90 (0.39) | 1.0605 | 0.7644

TABLE 2.3 — Performances de ’algorithme de parcours du chemin sur la base
Rétsch avec pour valeur de o celle obtenue par I'algorithme de Chapelle

de données de

Jeu de données

Erreur de test en %
Moyenne (écart type)

Temps
en secondes

Chemin Gradient Chemin | Gradient
banana 11.24 (0.95) | 10.85 (0.73) | 0.7149 | 0.7017
breastcancer 27.35 (4.22) | 26.64 (4.56) | 0.5152 | 0.3171
diabetis 94.05 (2.03) | 23.81 (1.94) | 1.1452 | 1.6742
flaresolar 34.40 (1.99) | 34.84 (1.82) | 0.4521 3.1518
german 93.76 (2.19) | 23.65 (2.03) | 2.2267 | 3.3662
heart 17.30 (3.51) | 16.71 (3.11) | 0.5602 0.2204
image 03.24 (0.74) | 03.90 (0.69) | 2.8286 | 9.1764
ringnorm 02.08 (0.37) | 01.61 (0.15) | 0.9758 | 0.4092
splice 11.67 (0.74) | 11.16 (0.70) | 4.7143 | 6.9180
thyroid 06.71 (3.28) | 07.01 (3.66) | 0.5089 | 0.1000
titanic 23.45 (4.28) | 22.59 (0.88) | 0.3827 0.1586
twonorm 02.68 (0.34) | 02.69 (0.18) | 0.9846 | 0.4683
waveform 10.29 (0.75) | 09.90 (0.39) | 0.9157 | 0.6260

TABLE 2.4 — Performances de l'algorithme de parcours du chemin sur la base

Rétsch avec la valeur de o choisie par I'heuristique de [113]

de données de

Le tableau présente les erreurs de test obtenues avec une largeur de bande choisie par

I’algorithme de descente en gradient de Chapelle alors que le tableau correspond & une

largeur de bande obtenue par ’heuristique proposée dans [113]. Cette méthode fixe o égal a

la racine carrée de la distance moyenne de chaque exemple au centre de masse de ’ensemble

d’apprentissage. Méme avec une heuristique trés simple, les performances de notre algorithme

sont similaires a celles de l'algorithme de Chapelle. Les taux de reconnaissance sont du méme
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ordre que ceux de la littérature (voir par exemple [28]). Ces deux tableaux illustrent que les
deux méthodes permettent d’obtenir de bonnes performances en sélection de modéle sans faire
d’hypotheése sur le rang nécessaire pour approcher H (¢). Les jeux de données de la base de
Rétsch ont un nombre de descripteurs relativement élevé par rapport au nombre d’exemples. Il
en résulte que le rang nécessaire pour obtenir de bonnes performances n’est pas trés petit devant

le nombre d’exemples, ce qui explique les temps de calcul similaires.

Jeu de données Erreur de test en %
Moyenne (écart type)
Chemin Gradient
banana 11.22 (0.85) | 11.07 (0.88)
breast cancer | 26.53 (4.72) | 27.10 (4.67)
diabetis 26.84 (2.25) | 24.04 (1.94)
flare solar 35.51 (1.85) | 34.49 (1.87)
german 93.8 (2.29) | 23.77 (2.13)
heart 17.42 (3.43) | 16.83 (3.47)
image 3.35 (0.65) | 3.32 (0.72)
ringnorm 1.92 (0.37) | 1.69 (0.40)
splice 12.18 (0.77) | 11.87 (0.72)
thyroid 6.73 (3.08) | 7.08 (3.69)
titanic 98.22 (4.56) | 23.05 (1.11)
twonorm 2.66 (0.31) | 2.67 (0.34)
waveform 10.26 (0.61) 0 (0.59)

TABLE 2.5 — Performances de 'algorithme de parcours du chemin sur la base de données de
Rétsch pour un noyau gaussien dont la valeur de o celle obtenue par ’algorithme de Chapelle et
un noyau "thinplate"

Le tableau présente le résultat de I'application de 'algorithme de parcours du chemin
de régularisation au noyau "thinplate" [107]. Une propriété intéressante de l’algorithme présenté
est que 'approximation de faible rang utilisée permet de travailler avec un noyau de type positif
méme si le noyau d’origine ne ’est pas. Ici le noyau "thinplate" n’est que conditionnellement
défini positif. L’intérét de ce noyau est de ne pas étre avoir de paramétre et, grace a son invariance
par dilatation, de fournir des performances trés intéressantes. L’application de cet algorithme &

ce type de noyau souléve des questions importantes que abordons dans les perspectives.

Le jeu de données Spam Ce jeu de données est beaucoup plus grand que ceux de la base de
données de Ritsch. Cette augmentation du nombre d’exemples permet de mettre en évidence, sur
des données réelles, la maniére dont I'algorithme de parcours du chemin se comporte en fonction
du nombre d’exemples. Puisque ce jeu de données n’est pas divisé en un jeu d’apprentissage et
un jeu de test, 1000 exemples, pour chaque réalisation, sont choisis pour constituer le jeu de test,
le reste servant pour "apprentissage.

Le tableau présente les résultats de la sélection de modéle par chemin et par descente

en gradient. Le choix de la valeur supérieur du rang de la matrice de Gram (600) est obtenu en
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Critere Erreur de test en % Temps
Moyenne (écart type) en secondes
Chemin Gradient | Chemin | Gradient
defaut | 6.22 (0.87) | 6.58 (0.84) | 27.8510 | 97.5712
rang—600 | 6.64 (0.97) | 6.56 (0.76) | 15.9084 | 102.9281

TABLE 2.6 — Performance de 'algorithme de parcours du chemin sur le jeu de données Spam
avec o obtenu par ’heuristique de [I13]. La ligne "défaut" correspond a l'utilisation de 60%
de I’ensemble d’apprentissage comme proportion de landmarks alors que "rang=600" utilise 600
landmarks. Cette derniére condition impose que le rang de la matrice de Gram est au plus égal
a 600. Le seuil des valeurs propres est fixé a 1073 dans les deux cas.

utilisant la classique régle du coude (voir par exemple dans I’Analyse en Composante Principale).

L’utilisation de cette régle simple permet quasiment de diviser le temps d’apprentissage par deux.

Valeurs propres rangees par ordre decroissant
4 T T T

Log, ()

1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Indice

FIGURE 2.6 — Spectre de la matrice de Gram calculé sur le jeu de données Spam

Données synthétiques Afin d’évaluer Defficacité de 'algorithme dans un cas favorable, nous
avons créé un jeu de données synthétique. Les exemples de la catégorie positive sont tirés d’une
distribution gaussienne alors que ceux de la catégorie négative le sont d’une mixture de gaussi-

ennes, les catégories étant équiprobables :

p(zly =+1) =py (1", 57, 2)
1

- e 1 S
P(zyy: _1) = ip./\/— (,U’l 721 71;) +§p./\f (/1’27227:6)
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Une estimation de Perreur de Bayes par une méthode de Monte Carlo est de 12.11%. Pour

PN (X, x) = exp™ 2@ () )

chaque valeur de m, dix réalisations de I'ensemble d’apprentissage ont été produites (voir le
tableau [2.7). L’évaluation de l’erreur en généralisation, pour chaque classifieur, se fait sur un

grand jeu de test (30000 exemples).

m Erreur de test en % Temps Rang
Moyenne (écart type) en secondes de H, (¢)
Chemin Gradient Chemin | Gradient

1000 | 14.22 (0.28) | 14.05 (0.25) 0.68 9.21 127.5

2000 | 13.97 (0.16) | 13.93 (0.13) | 12.84 | 57.55 165.8

3000 | 13.86 (0.17) | 13.85 (0.19) | 20.87 | 1011 181.4

4000 | 13.85 (0.33) | 13.83 (0.33) | 28.41 262.56 155.2

5000 | 13.84 (0.19) | 13.82 (0.2) | 37.98 | 446.56 154.7

TABLE 2.7 — Performances de ’algorithme de parcours du chemin sur les données artificielles
avec pour valeur de o celle obtenue par l'algorithme de Chapelle

Le tableau illustre le fait que les deux méthodes considérées obtiennent des performances
similaires en termes de taux de reconnaissance. A l'inverse, les temps de calcul sont clairement
en faveur de la méthode parcourant le chemin. Ce gain de temps est clairement dd & 1'utilisation
de l'approximation de rang faible (voir le rapport rang/nombre d’exemples). Il faut toutefois
remarquer que l'algorithme de Chapelle n’est pas concu pour les grands jeux de données. En
conséquence, dans la section suivante, nous comparons notre méthode & un algorithme dédié a

ce type de probléme.

2.4.5 Comparaison des performances et des temps de calcul sur de grands
jeux de données

11 est évident que 'approche proposée pour les approximations de rang faible est particuliére-
ment efficace lorsque la matrice de Gram est effectivement de rang faible. Il se trouve que les
polynémes de degré faible peuvent induire cette propriétém A notre connaissance, il n’y a pas
de procédure de sélection de modeéle dédiée a cette situation. Ainsi, pour effectuer cette tache
nous utilisons une procédure de validation croisée & 5 pas mise en ceuvre sur une grille. Les
algorithmes qui seront utilisés sur cette grille sont des versions modifiées de #o-liblinear et de

ly-libsvim qui sont introduites dans [25]. Ces versions sont le résultat d’une spécialisation afin

1. En effet, un noyau polynomial envoie dans un espace de dimension finie qui peut étre de dimension plus
faible que le nombre d’exemples.
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d’étre dédiées aux noyaux polynomiaux de degré faible. De plus liblinear est connu pour étre un

des algorithmes les plus rapides pour entrainer une SVM linéaire.

Comme dans [25], nous choisissons la grille suivante : C = A\~! € {2_3, 2=l ..., 27, 29}_

1JCNN1 A9A
Noyau (32(x1, x2) + 1)7 | (0.032(z1, 29) + 1)°
{o-liblinear /f3-libsvm Critére d’arrét 1076 1076
C 0.125 8
Chemin de Nombre de landmarks 500 1500
régularisation Seuil sur les valeurs propres 1076 1076

TABLE 2.8 — Paramétrages des algorithmes dédiés aux grands jeux de données. L’échantillonnage
utilisé dans ’approximation de H (€) est uniforme

Jeu de données | Algorithme Temps Temps de test (s) | Erreur de test (%) | Rang | C
en secondes en secondes en %

IJCNN1 Chemin 30.2s 1.9s 2.44% 208 2
£s-liblinear 57.8s 0.4s 2.46% - 0.125
fo-libsvmm | > 24 hours 27s 2.46% - 0.125

A9A Chemin 179.9s 1.9s 14.8% 1178 16
fo-liblinear 459.7s 0.05s 14.7% - 8
lo-libsvim 46803s 31s 15.2% - 8

TABLE 2.9 — Comparaison des temps d’apprentissage et de test pour IJCNNI et pour A9A avec
un noyau polynémial de degré 2

Le paramétrage de ’algorithme est présenté dans le tableau [2.8] alors que les résultats de la
comparaison sont dans le tableau [2.9] Ce dernier tableau met en évidence la diminution significa-
tive du temps d’apprentissage. De plus, le développement du classifieur sur r exemples permet de
limiter le temps de test. On remarque que les taux de reconnaissance obtenus par les différents
algorithmes sont les mémes alors que les valeurs des coefficients de régularisation sont trés dif-
férent. La figure illustre le comportement de 'approximation de 'erreur de validation croisée
leave-one-out par les spans en fonction du logarithme décimal de C'. On remarque principalement
un plateau & partir d’une certaine valeur, ce qui explique pourquoi les classifieurs présentent la

méme erreur en test pour des valeurs de C différentes.

1. Cette grille n’apparait pas dans la version finale de I’article.
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FiGURE 2.7 — Evolution de "approximation de 'erreur de validation croisée leave-one-out pour
A9A (a) et pour IJCNNI (b)

Ce comportement, que nous avons observé pour les espaces de représentation de dimension
finie, soulevé une question importante : comment choisir le minimum sur un plateau ? D’autant
plus que la présence de bruit peut rendre la notion de plateau plus difficile & déceler. Mis & part
le minimum strict, il pourrait étre intéressant de considérer d’autres méthodes de sélection telles
que :

— la solution la plus régularisée de la partie stable,

— la solution centrale de la partie stable du chemin |,

— ou encore la solution la moins régularisée de la partie stable.

Le choix d™une de ces solutions devraient se faire en tenant compte d’a priori sur le probléme
d’apprentissage, par exemple en utilisant les liens entre la régularisation et 'apprentissage robuste
[111].

Les résultats obtenus avec les noyaux polynomiaux de faible degré sont d’autant plus in-

téressants que notre procédure ne se restreint pas a ces noyaux. En effet, cette procédure peut

notamment étre utilisée avec des noyaux dédiés.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un algorithme de parcours du chemin de régularisation permettant de
choisir le coefficient de régularisation de la ¢>-SVM a été introduit. Nous avons commencé par
détailler et analyser celui de la £1-SVM, notamment en précisant certaines démonstrations. En
nous inspirant de ce résultat, nous avons proposé trois contributions originales : 'algorithme de
parcours du chemin de régularisation de la £o-SVM, I'intégration de 'approximation de 'erreur
de validation croisée leave-one-out dans ce parcours et le développement d’autres approximations
de erreur de généralisation du classifieur. La combinaison du parcours avec I’évaluation d’un

critére de sélection de modéle permet d’éviter les minima locaux. De plus cette méthode est
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particuliérement efficace lorsque le rang de la matrice de Gram est faible devant le nombre
d’exemples. En effet, la complexité de la sélection de modéle est linéaire en le nombre d’exemples
lorsque le rang de la matrice de Gram ne dépend pas du nombre d’exemples. Nous avons présenté

des résultats expérimentaux mettant en évidence que le gain en temps est significatif.



Chapitre 3

Sélection de modéle par parcours du

chemin de régularisation pour la
M-SVM?

« Reading furnishes the mind only with ma-
tertals for knowledge ; it is thinking that

makes what we read ours. »
—John Locke

Ce chapitre détaille nos contributions relatives & la sélection de modéle pour la M-SVM?2.
Nous commengons par présenter une nouvelle machine, la M-SVM des moindres carrés ("Least
Squares" M-SVM ou LS-M-SVM) qui est & la M-SVM? ce que la LS-SVM est a la £3-SVM. Ce
développement effectué, nous détaillons, a la maniére du cas bi-classe, ’obtention d’un algorithme
de parcours du chemin de régularisation en nous aidant des notations et équations développées
pour la LS-M-SVM. La partie suivante est dédiée a sélection de modéle pour la M-SVM?2, en
présentant notamment une nouvelle borne exacte sur ’erreur de validation croisée leave-one-out
ainsi que deux approximations de cette erreur. Un algorithme combinant le chemin de régular-
isation ainsi que 'utilisation d’un de ces critéres est proposé puis comparé & un algorithme se

basant sur I'optimisation, par une méthode de descente en gradient, de la borne Rayon-Marge

(voir annexe [A][[).

3.1 M-SVM des moindres carrés

Dans le chapitre [2, nous avons démontré que apprentissage de la £5-SVM est similaire &
celui de la LS-SVM, puisque se réduisant & la résolution d’un systéme linéaire. Nous avons
ensuite exploité cette similarité afin d’obtenir notre algorithme de parcours de chemin ainsi que

I'évaluation de I'erreur de validation croisée leave-one-out. Pour traiter le cas de la M-SVM?,

1. Cette optimisation de la borne Rayon-Marge qui est aussi une contribution originale de la thése mais est
déportée en annexe pour ne pas perturber la lecture de ce chapitre dédie au parcours du chemin.

79
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nous procédons de la méme maniére. Nous commencons donc par définir une machine de type
"Least Squares", la M-SVM des moindres carrés (LS-M-SVM pour "Least squares" M-SVM),
puis établissons les équations utiles pour le parcours du chemin de régularisation. Finalement,
nous présentons une méthode analytique de calcul de 'erreur de validation croisée leave-one-out
pour la LS-M-SVM.

3.1.1 Probléme d’apprentissage

Puisque la LS-SVM permet d’étudier la £o-SVM, nous commencons par étudier une LS-SVM
multi-classe permettant la méme démarche. Or, ’étude de la machine définie par Suykens et
Vandewalle [100] n’apporte pas d’aide pour celle de la M-SVM?2. En effet, nous souhaitons que
les systémes linéaires a résoudre pour la LS-M-SVM et la M-SVM? possédent la méme structure,
ce qui impose de choisir les mémes contraintes de bon classement, c’est-a-dire les mémes que
celles de la LLW. Nous proposons ainsi une machine en remplacant les contraintes inégalités de
la M-SVM? par des contraintes égalités. En utilisant les mémes notations que celles introduites
dans le modele générique de M-SVM (voir section , nous définissons :

Définition 13. Soit X un ensemble non vide et Q@ € N\ [0,2]. Soit k une fonction de type
positif & valeurs réelles sur X2. Soit H, o et H. g les deur classes de fonctions induites par
k d’aprés les définitions [7] et @ Soit Py, , Uopérateur de projection orthogonale de M, g sur
H, . Pour m € N*, soit dm, = (%1, 4i))1<jem € (X X[L, QD™ et & € RO (d,,). Une LS-M-
SVM & Q catégories munie du noyau £ et dont 'ensemble d’apprentissage est d, est un modéle
discriminant & grande marge entrainé en résolvant un probléme de programmation quadratique

conveze de la forme

Probléme 15 (Probléme d’apprentissage de la LS-M-SVM, formulation primale).

I}Llign Jrs-m-svum (B, §)

)

Vie [[Lmﬂ7 Vk € [[LQH\ {yi}a hk (-Tz) = _ﬁ +§ik
23:1 hi, =0

S.C.
o
Jrs-m-svim (h, €) = || Pu,. o hllZ. o + ClIME|3

et M € Mqgm,om (dp) est la matrice de terme général

-1
Mk i = (1 — 5y¢,k) (1 — 5yj,l) (5k,l + \/@) 5i,j~

Q-1

L’obtention du dual est similaire & celle du dual de la M-SVM? et ne sera pas présentée ici.

Nous exprimons ce probléme a ’aide du coefficient C' = % afin d’économiser un changement de
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variable.[] Toutefois, nous utilisons A par la suite.

Probléme 16 (Probléme d’apprentissage de la LS-M-SVM, formulation duale).

mofjmx Jrs-m-svm.d (@)

s.c. Vk G[[l,Q—lﬂ, ZZ <22 _5k,l> a;; =0

i=1 [=1
avec . .
T T
M- =——a H —1
Jrs-m-svm,d (o) 5% (A) a+ g _1lam®
ot H (X\) est la matrice de Mgm om (R) de terme général
1
ot ) = (0= ) (5 i) 4 20,).
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Ce probléme d’apprentissage est exactement celui de l’apprentissage de la M-SVM? (Prob-

léme privé de la contrainte de positivité des multiplicateurs de Lagrange.

A présent, en s’inspirant de la démarche de la section [2.2.2] nous exprimons la solution de

ce probléme de programmation quadratique comme la solution d’un systéme linéaire. Toujours

dans une optique de préparation au parcours du chemin de régularisation de la M-SVM?, nous

introduisons 'ensemble E défini de la maniére suivante :

E=A{Gk) e[1,m]x[1,Q] / k # yi}.

Son cardinal est (Q — 1) m. Pour garder les notations simples, nous associons U'indice (i — 1) Q+k

a chaque couple (i, k) de E. Afin d’obtenir une écriture concise du systéme linéaire recherché, en

nous inspirant de [77], nous introduisons les notations matricielles suivantes :

— Hp g (A) € M(Q-1)m,(9—1)m (R) la sous-matrice de H (A\) constituée seulement des lignes

et des colonnes d’indice dans F,

ap € R@=D™ Je sous-vecteur de a constitué seulement des composantes d’indice de E,
A € Mg-1¢g (R) la matrice de terme général 6; j — d;41,; pour i € [1,Q — 1] et j € [1,Q],

~ Ma € Mg_1,9-1)m (R) la sous-matrice de 1}, ® A constituée des colonnes d’indice dans

E

7

- M; € M(g-1)m,q (R) la sous-matrice de 1,, ® I constituée seulement des lignes d’indice

dans E.

Avec ces notations, 'obtention du systéme linéaire se fait par application de la méthode du

lagrangien (section 10.2 de [45]) sur la formulation primale du probléme d’apprentissage de la LS-

M-SVM écrite comme une machine a marge dure. En effet le gradient du lagrangien par rapport

aux variables duales et primales correspond aux contraintes des problémes primal et dual. Les

1. On souhaite éviter d’obtenir le A au dénominateur comme dans le probléme
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contraintes de bon classement de la LS-M-SVM a marge dure s’expriment sous la forme :

1
_HE,E ()\) ap + Mrb = —ﬁl(Q_l)m. (3.1)
La contrainte sur les multiplicateurs de Lagrange et la contrainte de sommation a zéro des

composantes du vecteur b se reformulent respectivement :

Yk e[1,Q —1], Zalk _Zaz(m

1 -1 0 1 -1 0 0
<~ o =
0 1 -1 0 1 -1 0
<= Mpag =0g_1 (3.2)
et
15b = 0. (3.3)

Combiner les systemes (3.1)) a (3.3) produit le systéme suivant, de dimension (Q —1)m+@Q :

—Hpp(\) M —gr1l@-vm
07 17 = (3.4)
(Q-1)m Q b - :
Ma  Og-1 Og-1

dont la solution est optimum des problémes [15] et

Théoréme 8. Entrainer la LS-M-SVM se réduit a résoudre le systeme linéaire .

Ce resultat est l'extension multi-classe des propositions [f] et [6] Le systéme est proche
dans sa structure de celui du parcours du chemin de régularisation proposé par Lee et Cui [77].
Nous retrouvons la dépendance a A dans le terme de gauche pour la M-SVM? (comme pour la
05-SVM) et non dans le terme de droite (comme pour les machines de norme 1). L’évolution des

multiplicateurs de Lagrange ne sera donc pas linéaire par morceaux.

3.1.2 Calcul pratique des multiplicateurs de Lagrange

Dans cette section, nous apphquons la méme approche que celle de la section afin
d’obtenir la solution du systéme (3 . Nous proposons une méthode pour le cas general puis une

méthode dédiée au cas ou la matrice de Gram est de rang faible.
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3.1.2.1 Calcul général
En admettant que Hg g (\) est inversible, I’équation se réécrit
ap=Hpp(\) " Mib+ Ql_lHEE N Lo-1ym (3.5)
et donc par substitution dans , on obtient :
MaHg () M= —Ql_lMAHE,E N Lg_1ym. (3.6)

Cette équation étant I’analogue de I’équation (2.10)) du cas bi-classe, nous prolongeons I’analogie
en notant v € Mg_1ym,q (R) et p € R@=D™ tels que :

Hprp(ANv=—-M

. (3.7)
Hpp(A)p= ml(Q—l)m
L’utilisation des équations (3.3)) a (3.7) donne 1’équivalence :
N
" g MAI/ MAp
ag=p—vb
1T
en supposant que la matrice @ ] de taille Q est inversible. Comme dans le cas bi-classe, la
AV

principale difficulté consiste a résoudre les systémes de (3.7). Puisque la résolution du systéme
est la méme que dans la section [2.2.3] 1a complexité est similaire. En effet, le nombre d’opérations
nécessaires est composé d'un cotit cubique, pour la décomposition de Cholesky (Gaxpy), et d’'un
cott quadratique, pour la substitution. La dimension de Hg g () est (Q —1)m et il y a Q
équations ce qui donne une complexité en % (Q—1Pm3+2(Q+1)(Q —1)*m? pour résoudre
a condition que Hg g (\) soit de rang plein et tienne en mémoire. Ce colt en temps et en
espace mémoire est beaucoup trop élevé pour étre acceptable sur des jeux de données de taille
importante. Toutefois, cette formulation nous permet d’adapter 'apprentissage de la LS-M-SVM

au cas oll la matrice de Gram est de rang faible.

3.1.2.2 Cas d’une matrice de Gram de rang faible

Lorsque la matrice de Gram est de rang faible, le calcul de v et p peut se faire & cott réduit
(voir la section [2.2.3). Supposons que K est de rang r, alors il existe une matrice R € M,, , (R)
telle que K = RRT. De maniére analogue, puisque Ig — %1@15 est de rang @ — 1, il existe
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T € Mqgq-1(R) telle que I — 1ol = TT".[]
Nous définissons alors
— la matrice Rg € Mg_1)m,(o—1)r (R) la sous-matrice de R ® T' constituée seulement des
lignes d’indices dans F,
— la matrice Dg € M(g—_1)m,@-1)m (R) la sous-matrice de I, ® (IQ — él@lg) constituée
seulement des lignes et des colonnes d’indice dans E.[]
Ces notations permettent de formuler Hg g (A\) comme la somme d’une matrice de rang plein et

d’une matrice de rang (@ — 1) r. Les propriétés du produit de Kronecker permettent d’écrire :

H\) = (K + Mp)® <IQ - 2216215)
= (RR" + \I,,) ® (TTT)

1
= RRT@TT" + \I,,, ® <IQ - Q1Q1g>

=(ROT)(R®T)" + A, @ (IQ - 221@15)

et donc
Hp g ()\) = RgRE + \Dg.

La formule de Sherman-Morrison-Woodburry donne une méthode pour calculer son inverse :

-1

_ _ _ 1 _ _
Hpp(\)'=-Dg' — S Dp'Rg (I(Q_l)r + AR%D,;RE> REDL. (3.8)
Cette équation est particuliérement utile puisque la matrice DEIRE est facile & obtenir. En
effet, en exploitant le fait que Dpg est diagonale par blocs, il suffit de mr (Q — 1)2 opérations
pour la calculer. La plus grosse contribution & la complexité vient du produit de matrices
RgD;RE qui demande O (mr2 (Q— 1)5) opérations. Il en résulte que 'obtention de p se fait
en O (mr Q-1+ (Q-1>%+mr2(Q - 1)3> opérations et celle de v cotite un peu plus
cher mais réutilise une partie des calculs. Pour cette méthode, les besoins en mémoire sont de

I'ordre de O (mr (Q— 1)2> ce qui est raisonnable lorsque le rang est faible.

3.1.3 Calcul de P’erreur de validation croisée leave-one-out

En suivant la démarche proposée pour la LS-SVM dans la section Iéquation (3.4))
permet d’obtenir la valeur exacte de I'erreur de validation croisée leave-one-out.

La définition de la regle de décision (|1.9) impose de connaitre la totalité des sorties de la

1. La matrice I — él@lg ayant pour spectre 0 de multiplicité 1 et 1 de multiplicité @ — 1, cette factorisation
s’obtient en effectuant une décomposition en valeurs propres.

2. Pour E, 'expression analytique de Dg est I, ® (IQ,1 - él@qlg_l).

3. On retrouve la composante cubique de la décomposition de Cholesky de la matrice de taille (Q — 1) r et les
deux composantes dues aux produits de matrices de tailles (Q — 1)m et (Q — 1) .
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M-SVM afin de décider de la classification. Il est donc nécessaire de connaitre les () sorties pour
déterminer si la M-SVM fait une erreur. En pratique, griace & la contrainte de sommation & zéro
des fonctions composantes, il suffit de @) — 1 sorties. Le théoréme [9] permet justement de calculer
toutes les sorties sauf celle d'indice k¥ = y; de la LS-M-SVM pour 'exemple exclu pendant la
procédure de validation croisée leave-one-out.

Afin de faciliter ’écriture de ce théoréme, nous introduisons les notations suivantes en

réécrivant le systéme (3.4)) :

1
S T PN
Appaly = | Q71 (@7m (3.9)
0q
avec
_HE,E ()\) M[
_ T T
Ape = Og-ym  1Q
Ma 0g-1,
et

aaE:B:<abE>.

Soit ¢ ’ensemble des indices de ag tel que les multiplicateurs de Lagrange correspondants
soient associés a 'exemple x;. Son cardinal est @) — 1. Afin d’éviter la surcharge des notations,
a$, sera noté B dans la preuve. De plus, les minuscules ne désignent pas des vecteurs (ce sont des
matrices) mais rappellent que dans le cas bi-classe, ces quantités sont des vecteurs. Réordonnons

a présent la matrice Ag g et le vecteur a, de maniére a avoir :

Qg %‘T BZ, _ _ﬁl(Q—l)m 3.10
i A i 0q

—a;; € Mg-1,0-1(R) la sous-matrice de Ag g constituée uniquement des lignes et des

avec .

colonnes d’indices dans 1,

- a;fp € Mo_1,(0-1)(m-1)+Q (R) la sous-matrice de A g obtenue en sélectionnant unique-
ment les lignes d’indices dans ¢ et en enlevant les colonnes d’indices dans g,

- bi € M@-1)(m-1)+0,0-1 (R) est construite de la méme maniére en sélectionnant les
colonnes d’indices dans i et en enlevant les lignes d’indices dans <.

- Al e M(Q-1)(m-1)+Q,(@—1)(m—1)+¢ (R) la sous-matrice de Ag g constituée de Ap g privé
des lignes et des colonnes d’indices dans g.

- B; € R(@=1 le vecteur construit a partir de B en ne sélectionnant que les coefficients
d’indices dans 1.

- BE € R@=Dm=1+Q construit comme le "complémentaire" de B; .

En suivant la notation habituelle, nous notons h’ la fonction calculée par la LS-M-SVM sur

Iensemble d’apprentissage privé de I’exemple i. Nous admettons que Ag g et A% sont inversibles.

Théoréme 9 (Expression analytique de la fonction calculée par la LS-M-SVM lors de la procé-
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dure de validation croisée leave-one-out). Soit une LS-M-SVM a Q catégories entrainée sur d,
a Uaide du systeme (3.10). Considérons a présent la méme machine entrainée sur dy, \ {(zi,yi)}-

Alors, la valeur de la fonction correspondante au point x; est

i 1 _ -
h[[l,Q]]\yi (i) = *Q ] lg-1— <<AE1E)”> Q. (3.11)

Démonstration. Le principe de cette démonstration est le méme que celui de la démonstration
de la proposition . Les @ — 1 premiéres équations de (3.10) (celles associées a i) permettent

d’obtenir

1
a;;Bi +a] Bf = —ﬁlczq

1
@GZBAC = —7Q 1 1Q—1 — %ZBi (312)

alors que les (Q — 1) m + @ équations restantes donnent
; — o1 lo-1 1
biB; + ALBS = | QT <8?* Jom=1) (3.13)
Q

Soit B(-) e R@-1(m=1) J¢ vecteur des multiplicateurs de Lagrange de la LS-M-SVM entrainée
sur 'ensemble d’apprentissage privé de i. Sa formule analytique est donnée par (3.9) et s'écrit :

g — [TaThe-nm-1
g

) L 11
<:>B(—l) — (Ai) 1 ( Q-1 ([)Ql)(ml)) ) (314)
Q

D’aprés la définition de hf, h[fl Qi (z;) est un vecteur de R9™! constitué de la valeur de h' en
x; pour toutes les catégories sauf y;. Par définition, nous avons

M1 oy (@) = af BTV

__1

— ag (Ai)fl ( Q—ll(((;?l)(ml)> avec
Q

= %T (Ai)_l (biBi + AiBgC) avec

=al B +al (A) ' b:B;

N _Ql—llQ_l —aiBi + %T (AZ)_l biBi avec
N _Ql—llQl B (am N %T (Ai)_l bz') Bi. (3.15)
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Dans (3.15) on reconnait, devant Bj, la formule d’inversion par blocs
—aT (A ) = (A 1
Qgi — a4 ( ) () = \“EE). . (3.16)
i

avec (A;JlE) la sous-matrice de A;JlE construite en sélectionnant seulement les indices des
A ’

lignes et des colonnes dans i. Par substitution de (3.16) dans (3.15) nous obtenons le résultat

annoncé puisque B; = a;. O

La LS-M-SVM classe mal un exemple lorsque h;i (7:) < maxpe1,0]\y, h% (x;). Or puisque

> i M (z;) = 0, nous obtenons naturellement

B (i) = = > By (24)
k#y;
ce qui permet d’évaluer la qualité du classement pour ’exemple exclu de la procédure de valida-

tion croisée leave-one-out & 'aide du théoréme O

Corollaire 2 (Erreur de validation croisée leave-one-out pour la LS-M-SVM). Soit une LS-
M-SVM a Q catégories entrainée sur dp,. L’erreur de wvalidation croisée leave-one-out de cette

machine peut étre obtenue sans avoir & effectuer cette procédure grace au théoréme [9

Une implantation naive de demande 'inversion de Ag g (en O (((Q -1) m)3> opéra-
tions) et m inversions de matrices de taille Q — 1. Dans le cas des matrices de Gram de rang
faible, nous montrons qu’il est possible de calculer cette erreur pour un cott beaucoup plus faible.
En effet, les (Q — 1) m premicres lignes et colonnes de A;JlE s’obtiennent par application de la

formule d’inversion par bloc :

-1 _ -1 B -1 -1
<AE’E)[[1,(Q—1)m]],[[1,(Q—1)m]]_ Hpp(\) ' —v(D—Cv) ' CHp s (\) (3.17)

avec

1T
- D= @ € MQ,Q (R)a
0g-1,0

0?@ 1)
- C = —ml e M _1m (R).
Ma Q.(@-1m (R)

Cette formule est particulierement intéressante puisque seules des sous-matrices de la matrice
constituée des (@ — 1) m premiéres lignes et colonnes de AElE sont manipulées par le théoréeme @
L’utilisation de (3.17)) et de (3.8) permet d’obtenir une estimation de Ierreur de généralisation

pour une complexité linéaire en le nombre d’exemples : O (mr2 (Q— 1)3). Nous retrouvons la

complexité annoncée dans le cas bi-classe au facteur (Q — 1)3 pres.
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3.2 Parcours du chemin de régularisation pour la M-SVM?

Maintenant que nous avons développé les principaux résultats pour la LS-M-SVM, nous
présentons I'extension & la M-SVM? des travaux effectués sur la ¢5-SVM. Nous commencons donc
par la partition de I’ensemble d’apprentissage. A partir de cette partition nous proposons une
méthode de calcul des multiplicateurs de Lagrange en nous aidant de celle proposée pour la LS-M-
SVM. En suivant la méme démarche que celle du cas bi-classe, nous étudions le comportement de
la M-SVM? pour les grandes valeurs de A\. Nous proposons ensuite une méthode pour calculer le
prochain point d’arrét de I’algorithme en étudiant les changements dans la partition de I’ensemble
d’apprentissage. Finalement, nous présentons une synthése des différences entre le cas bi-classe

et le cas multi-classe.

3.2.1 Partition de ’ensemble d’apprentissage

La définition de ’ensemble £ que nous proposons est similaire a celle du cas bi-classe au sens
ou elle se base sur les conditions de Kuhn-Tucker. L’objectif est d’obtenir un ensemble permettant
de suivre I’évolution des multiplicateurs de Lagrange non nuls. Pour cela, nous faisons usage des

conditions complémentaires qui sont :

. 1
Vi € ﬂl,m]],Vk: € [[1, Q]\ {yi}, ke ()\) {h)\,k (SL’Z) + m — fzk ()\)] =0. (318)
Si g (A) est égal a zéro, cette condition est toujours vérifiée. Si oy (A) est different de zéro, il
faut que le facteur de droite soit nul. Or, le choix de la matrice M (voir la table permet

d’exprimer, a 'optimum, les variables d’écart en fonction des multiplicateurs de Lagrange :

1

vi € [1,m], vk e[LQI\{u}, &x (V) = 5

o (V) - 5 e <A>] S (319)
l

En utilisant (3.18)) et (3.19)), nous proposons la définition de I'ensemble & (A) :

ajr (A) — 22 > ai (A)] = 0} :
l (3.20)

Cette définition de &£ (\) correspond & prendre les couples (exemple, catégorie) associés a une

1 1

E(N) = {(j,k) €[t m]x[1,Q\Ay;}/ha (x;) + o-1 ¢C

sortie du classifieur & marge dure égale a —ﬁ. Par analogie avec I’appellation vecteurs support,
ces couples seront désignés sous le terme de "couples support". Par abus de notation, comme pour
la LS-M-SVM, chacun de ces couples (i, k) sera confondu avec I'indice (j — 1) @ + k. L’ensemble
Z (\) est défini comme ’ensemble des couples restants a ’exception des couples correspondant
aux variables artificielles. Contrairement a la définition de £ donnée par ’équation , il n’est
plus possible de travailler avec la machine & marge douce puisque les variables d’écart de la

M-SVM? peuvent étre négatives.
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3.2.2 Calcul des multiplicateurs de Lagrange

Nous présentons ici les calculs nécessaires a ’obtention des valeurs des multiplicateurs de
Lagrange de la M-SVM?. Pour ce faire, nous nous appuyons entiérement sur les notations et
les calculs présentés pour la LS-M-SVM (voir le probléme . En effet, il suffit de remplacer
E par £ pour obtenir les relations de la M-SVM?2. Toutefois, nous présentons quand méme leur
obtention car le calcul pour obtenir un tel résultat n’est pas trivial. D’aprés , le systéme

vérifié a 'optimum par les couples (exemple, catégorie) de & est

V0GR €EN, hk,k(xj)+Ql_1—é ajk(x)—ézl:aﬂ@) — 0.

Avec les notations introduites pour la LS-M-SVM, la réécriture matricielle de ce systéme est :

1

—Hg7g ()\) OZS + M[b — —ﬁlmé‘

avec mg le cardinal de £. La reformulation matricielle des contraintes de sommation & zéro des

fonctions composantes s’écrit a ’aide du systémeE]

Maag =091

(3.21)
Ty
].Qb — 0.

Nous utilisons les mémes notation que celle de la proposition [f] c’est-a-dire :

et
02 () = (a0 () e )"

avec les matrices M et Ma dépendant de £. Nous obtenons ainsi la proposition suivante qui est

I’extension de la proposition [ :

Proposition 9. Pour tout A € RY, le vecteur ag (\) est la solution du systéme d’équations
linéaires :
Ag (N) ag (N) = Cg. (3.22)

La dependance & X étant dans le terme de gauche, comme pour la £5-SVM, nous nous doutons

1. Ces notations sont issues de la LS-M-SVM, puisque partageant les mémes contraintes.
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que I’évolution des multiplicateurs de Lagrange & £ constant ne sera pas linéaire. Nous utilisons
alors la méme approche que celui du cas bi-classe pour 'obtention des multiplicateurs de La-
grange. Il est intéressant de remarquer que le systéme a résoudre est trés semblable & celle de la
LS-M-SVM. Toutefois, la différence notable entre ces deux problémes est la structure de £. En
effet, cet ensemble, contrairement & F, n’est pas "régulier" au sens ou chaque exemple n’a pas
exactement (Q — 1 multiplicateurs de Lagrange non nuls. Il est donc nécessaire, comme dans le

cas bi-classe, de déterminer cet ensemble £.

3.2.2.1 Calcul dans le cas général

La résolution de (3.22)) peut se faire efficacement en adoptant la méme démarche que pour
la LS-M-SVM (voir section [3.1.2). Nous supposons que Hg ¢ () est inversible. En posant v €
Mg g (R) et p € R™¢ tels que :

’ ) , (3.23)
Hee (M) p = g1lme
la solution de (3.22)) s’écrit
-1
15 0
b= Q
Mav Map
ag=p—vb
1T
en supposant que la matrice MQ de taille Q soit inversible. La résolution de (3.23)) en
AV

utilisant une décomposition de Cholesky Gaxpy est d’une complexité en %m?g’ +2(Q+1) mz«
opérations. Lorsque la matrice de Gram est de rang faible (devant m), nous pouvons appliquer
la méme démarche que celle utilisée pour la LS-M-SVM (et donc la fo-SVM).

3.2.2.2 Cas d’une matrice de Gram de rang faible

Lorsque la matrice de Gram est de rang faible, le calcul de v et p peut se faire & cotit réduit
(voir le résultat sur la LS-M-SVM dans la section . Supposons que K est de rang r, alors il
existe une matrice R € My, , (R) telle que K = RR”. De maniére analogue, puisque I — él@lg
est de rang @ — 1, il existe une matrice 7' € Mg g—1 (R) telle que I — élng = TTT.

De la méme maniére que pour la LS-M-SVM, nous définissons :

— la matrice Rg € M, (o—1), (R) égale a la sous-matrice de R®T constituée seulement des

lignes d’indices dans &,

— lamatrice Dg € M, (9—1)m (R) égale a la sous-matrice de I, ® (IQ — él@ 15) constituée

1. La matrice Ig — élQ 15 ayant pour spectre 0 de multiplicité 1 et 1 de multiplicité ) — 1, cette factorisation
s’obtient en diagonalisant.
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seulement des lignes et des colonnes d’indice dans & E]
Ces notations permettent de formuler Hg ¢ (A) comme la somme d’une matrice de rang plein et

d’une matrice de rang (@ — 1) r. Nous obtenons
Hee (\) = ReRE + \Dg.

A nouveau la formule de Sherman-Morrison-Woodbury donne une méthode pour calculer son

mverse :

1

-1
A1%’51)511%5) REDS. (3.24)

1 .
Hee(\)7' = XDgl ~ <3 Ds ' Re <[(Q—1)r +

Comme pour la LS-M-SVM, la matrice Dgle est obtenue en seulement mger (Q — 1)
opérations en exploitant la parcimonie de Dgl. Le produit de matrice Rngle néces-

site O (mg?"Z Q- 1)2> opérations. Nous retrouvons la complexité du calcul du vecteur p en

0] <mgr Q—-1)+7(Q— 1)3 +mer? (Q — 1)2). Il est important de se souvenir que mg <
(Q —1)m. Les besoins en meémoire sont donc de lordre de O (mgr(Q —1)) ce qui reste

raisonnable lorsque le rang est faible.

3.2.3 Calcul du point de départ du chemin de régularisation

Pour définir un point de départ du chemin de régularisation, nous exploitons une particularité
du probléme lorsque A tend vers linfini. Asymptotiquement la matrice H (A) est équivalente a
My, ® <IQ — élQ 15) si bien que la contribution des exemples dans le probléme d’apprentissage

ne se fait plus que par les contraintes. Le probléme d’apprentissage "équivalent" est

Probléme 17 (Probléme equivalent au probléme [13| quand A tend vers linfini).

o (e (10— gieth) )+ gituey
maxs ——a ([, ® | Igp— =1pl o+ —=1p,,o

WE[[l,m]], Vke[[va]]\{yl}v QL 20
VEe[1,Q — 1], X% quk = 30010 Qi)

Seule la catégorie des exemples intervient puisque la description n’apparait plus dans le

S.C.

probléme d’apprentissage. Il en découle que
¥ (kD) €[1,QF, 3erg € R/ Vi€ [1,m], an = ey,

Nous imposons ¢, = 0 pour | = k (penser a la définition de o). Le nombre de variables
inconnues est donc de @ (Q — 1). La substitution des ) contraintes dans le probléme de maximi-

sation permet de n’avoir plus que (Q — 1)2 inconnues restantes. Nous retrouvons le résultat du

1. La formule analytique de Dg n’est plus valable pour £.
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cas bi-classe, oul la solution est immédiate. Toutefois ici, trouver ces (Q — 1)2 variables est plus
complexe et ne présente pas un intérét fondamental. Neanmoins, il est important de remarquer
que puisque seules les catégories interviennent, la seule différence qui existe entre les catégories
est leur cardinalité. Il apparait ainsi naturellement que si deux classes ont la méme cardinalité,

alors ces deux classes seront indiscernables pour la M-SVM? lorsque A est suffisamment grandm

3.2.4 Détection des changements dans la partition de 1’ensemble d’appren-
tissage

Nous suivons le méme raisonnement que celui du cas bi-classe. Soit ()\l) Jen- Une suite stricte-

ment décroissante de valeurs du coefficient de régularisation associées au changement des ensem-
. 4 l

bles £ et Z. Si la séquence (A )leN*

trouver la plus grande valeur de X\ €]0, /\l[ telle qu’un couple entre ou sorte de &£ ()\l). L’entrée

est connue jusqu’a lindice [, alors trouver A'*! revient a

du couple (i, k) est donnée par l'équation

Pk (i) — A (V) = 5D @i (N)| =hag (@) + 5— =0

1
+ 0-1
tandis que la sortie d’un couple correspond & 'annulation de son multiplicateur de Lagrangeﬂ
De la méme maniére que pour la £o-SVM, nous choisissons une approximation de la valeur de
A1 en approchant iL)\’k (x;) par son développement en série de Taylor du premier ordre. Les
valeurs de )\ézl sont alors obtenues par :

V(i k) €T, )\l;l =2 — M

ohyy 4 (i)
OX
. A
V(i k) € N =0 — 20)
OX
La dérivée de fz)\% (z;) par rapport a A s’obtient facilement & partir de aagf\) et %\’ elles
mémes deérivées de ([3.22)) en utilisant une inversion par bloc de A% (X).
T T o
1 0 0 _
T = A N B " Hee (V) ag (V)
0g-10) \Ma Ma - (3.25)
0 A —
0N = —Hee (V) o (V) — Dv

Cette équation est de structure similaire & celle obtenue dans le cas bi-classe (2.15). La stratégie
de choix de A1 est donc la méme que celle du cas bi-classe, c’est-a-dire que nous choisissons \‘+1
tel qu’il y ait @m2/100 valeurs de )\izl comprises entre A et X', Ce choix correspond & avoir

environ 2% des exemples qui changent d’ensemble & chaque pas, comme dans le cas bi-classe.

1. En pratique ce comportement n’est pas vu a cause de la précision numérique.
2. En effet, si ce couple ne sortait pas de £ ()\l) alors, puisque sa dérivée est non nulle, le multiplicateur de
Lagrange deviendrait négatif.
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3.2.5 Comparaison du parcours bi-classe et multi-classe et vue globale de
l’algorithme de parcours du chemin

Le diagramme de l’algorithme donné par la figure [3.1] est identique & celui du cas bi-classe
puisqu’ils sont identiques dans leurs conceptions. Nous avons choisi de représenter sur ce di-
agramme non pas le cas o K n’est pas de rang faible mais celui ot 'on ’approche par une
telle matrice. Toutefois, quelques différences entres ces deux algorithmes méritent une attention
particuliére :

— Pour la M-SVM?2, I’ensemble &£ est défini & 'aide de la formulation & marge dure. En effet,
pour cette machine, il n’y a pas équivalence entre les définitions de cet ensemble & ’aide
de la marge douce et de la marge dure. Ceci est di & la négativité possible des variables
d’écart. Cette différence se répercute sur la facilité d’utilisation de &, par exemple lors de
la détection de changement d’ensemble.

— Un exemple peut n’étre vecteur support que pour quelques catégories et donc ne pas étre
vecteur support “complet”. Cela impose d’introduire une notion de couple exemple-catégorie
support.

— Le nombre d’exemples et le rang sont multipliés par un facteur ) — 1 dans les calculs
de complexité. Cette complexité nous donne une idée du prix & payer pour traiter les
problémes multi-classes.

— Dans le cas d’une approximation de K par une matrice de rang faible, I’évaluation du clas-
sifieur pendant la phase de test ne se fait plus comme dans le cas bi-classe. En effet, puisque
la cardinalité de &£ est souvent trés élevée, nous recommandons d’utiliser I’expression ana-

lytique des fonctions propres du noyau (voir par exemple [53]) plutdt que de résoudre un

systéme linéaire (voir la section [2.2.6.3)).

3.3 Sélection de modéle pour la M-SVM?

Cette section présente nos contributions & la sélection de modéle pour la M-SVM?2. Tout
d’abord nous présentons une nouvelle borne exacte sur ’erreur de validation croisée leave-one-out
basée sur le concept de la borne Span [105]. Nous montrons que, contrairement au cas bi-classe,
cette borne exacte ne permet pas d’obtenir une estimation précise de 'erreur de validation croisée
leave-one-out. Nous nous intéressons ensuite & 'adaptation a la M-SVM? de I’expression analy-
tique de cette erreur pour la LS-M-SVM, ceci afin d’en obtenir une estimation. Nous étudions
alors son intégration dans le parcours du chemin de régularisation. Dans I’annexe [A] nous présen-
tons également un algorithme d’optimisation locale de la borne Rayon-Marge. Cet algorithme

n’est pas intégré dans ce chapitre car hors du contexte du chemin de régularisation.

3.3.1 Borne exacte sur ’erreur de validation croisée leave-one-out

Une des contributions principales de cette section est une borne exacte sur ’erreur de valida-

tion croisée leave-one-out en utilisant ’approche des espaces engendrés par les vecteurs support
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Approximation de K

i

Calcul de a pour A!

(grande valeur de \)
V=2

Détermination de A\

b=l et prédiction de £ ()\l)
i Correction de ’estimation de
l l
Calcul de « ()\ ) et ag ()\ ) — c (/\l)
non
[ Est-ce une solution réalisable 7 } 1ot
oul
4[ Est-ce la fin du chemin ? }
oul

Evaluation de x, sur I’ensemble de test

FiGURE 3.1 — Diagramme de I'algorithme de parcours du chemin de régularisation pour la M-
SVM?

présentée dans [105]. Ensuite nous montrons que, contrairement au cas bi-classe, cette approche

ne permet pas d’en obtenir une estimation précise.
Soit a* € Rgm (dp,) une solution optimale du probléme . Soit h* la fonction qui lui est

*

associée et soit o ol

pmaz = MaX]

Définition 14. Soit dA, ;. 'ensemble des normes au carré de chaque point de l’espace engendré

par combinaison linaire contrainte des exemples relativement a la catégorie k et a 'exemple

d’indice p :
m Q 1 2
dApJ€ = Z Z (Q — 5k,l> )\il/{xi tel que X\ € Cpk;
i=1 1=1 .
avec le conveze des contraintes Cpy, défini par
Vi e[1,Q], Ay = -2t
) s \pl a;,maw

Vie[l,m],Vl €[1,Q],0 < =iy par <
Ve e[l,Q—-1], >, Elel (5 - 5k,l> Aii =0

Le d de dA, . fait référence au fait que les quantités de cet ensemble jouent le role de distances

1. Nous choisissons de noter ce vecteur o plutot que 8* afin de garder les notations de [63].
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au carré contrairement & I’ensemble A, du cas bi-classe ol ce sont des éléments de I'espace de

représentation. Nous définissons & présent le span de maniére analogue au cas bi-classe :

Définition 15 (Span de p relativement a la catégorie k). Soit dA, ) Uensemble de la définition
, Soit Sy le span de p relativement a la catégorie k tel que :

2 .
Spk = min dAy k.

Nous énoncons & présent le lemme permettant d’obtenir la borne exacte sur ’erreur de vali-

dation croisée leave-one-out :

Lemme 8. Soit une LLW-M-SVM & marge dure entrainée sur dy,. Considérons a présent la

méme machine entrainée sur dp, \ {(zp,yp)}. Si elle fait une erreur sur (z,,yp), alors

* 2 > Q
121[{?22 Qp =2 4 Q@ 52 D2
T (@-1) Zk:1 p,k—m

9

avec Dy, le diamétre de la plus petite boule de H,, contenant l'ensemble {ky, : 1 <i < m} et Sy

le span de p relativement a la catégorie k.

Ce lemme est trés semblable au lemme [I| permettant d’obtenir la borne Rayon-Marge et au

lemme 3 de [105]. Le tableau [3.1]met en évidence des dépendances similaires au span et au rayon.

Borne Radius-Margin Borne Span
T T
f5-SVM ap > DI ap = Do Sp
M-SVM? maxi<i<q o, 2y, @ maxi<i<q o, 2> Q
= =
SISE TP T (Q-1)°D, AL CE S )

TABLE 3.1 — Comparaison des lemmes des bornes Rayon-Marge et Span dans le cadre bi- et
multi-classe

Démonstration. Soit h? € H, g la fonction calculée par la machine entrainée sur dp, \ {(zp, yp)}-
Soit o = (of)) € Rgm (d,) le vecteur des variables duales correspondantes avec (ai k) 1 cpeo =
<k<

0g. Nous définissons deux solutions réalisables du probléme : 0P et pP. Le vecteur 6P est
tel que a® — 6P est une solution réalisable du probléme sous la contrainte additionnelle que
(a;‘)k — 55/%) LeheQ = Og, c’est-a-dire que o™ — P satisfasse les mémes contraintes que a”. Nous
avons alors

Vk e€[1,Q], 5£k =gy

Vie[l,m]\{p}, Vk€[1,Q], 0< &) <af . (3.26)

1
vke[1,Q-1], XL YL, (@ - 5k,l) 6y =0

Pour la suite de la démonstration, nous notons .J au lieu de Jyw q. Par définition de p?, o + pP
est une solution réalisable du probleme[11] Nous avons alors J (a* — 67) < J (aP) et J (af + pP) <
J (a*) et donc

J(@) = J(a* —°) = J(a*) — J (o) = J (af + iP) — J (oP). (3.27)
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En utilisant les notations de [105], les différences des fonctions objectif s’écrivent
* * 1 T =\ 1T
L=J)—J(x —(55”):55” Ho? +VJ (a*)" o

et
1
Li=J (o + ) = J (o) = =5 PTHEP +VJ (o) ub.

La démonstration se déroule en deux étapes.

— La minoration de I; qui est strictement identique & celle effectuée dans le démonstration
du lemme 1 de [63]. Cette étape sera donc traitée dans un second temps.

— Le calcul de Is qui est similaire dans ’idée & la démonstration du lemme de la borne Span
[105].

Calcul de I, :
A la maniére de [105], nous choisissons 07 de terme général 05, = — X0 e
satisfasse (3.26) c’est-a-dire :

*
apl
a*

*VlG[[l,Q]],)\pl:— -,
- Vie[l,m],Vk €[1,Q],0 < Ak 100 < O,

- Vke[1,Q-1], 221211( 5kl))\il:07

avec i tel que 0P

Nous remarquons que si o, = 0 alors Aj; = 0 grace aux contraintes inégalités. Le vecteur A

posseéde les mémes coefficients & zéro que o*.
Montrons que le gradient de J en o* dans la direction d” est égal au vecteur nul. Nous avons

# =325 (1 + ).

Or en utilisant ) ;" , Zk 1 ( -4 k> 6% = 0 nous pouvons écrire ZzQ:1 (2211 Zgzl <@ — 0 k) o > by

ce qui, factorisé dans VJ (« ) oP, donne

Q _ 1 @ /1
VJ (a*)T oP = Z(ka (h;; (x@) + ﬁ — Z <Q — 6l,kz> bl>

1 k=1 =1

I

2

- 1
oh, (hz (x;) + 0-1 + bk> puisque Y, by =0

15&(”( W+ gey)

Puisque les composantes nulles de 6P sont au moins celles de o, les conditions de Kuhn-Tucker

I
1M:
e 11

I

1

i

1

imposent que la derniére double somme soit nulle. Il en résulte que 'expression de I se réduit a
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la forme quadratique suivante :

= Lot her
2
1 Q m Q 2
=2 (22 (o) e
k=1 |li=1 [=1 K
1 Q m  Q 2
— 5 Z Z Z < — 6,I<; l) iR O‘;,mam2‘
k=1 1li=1 [=1 K

Nous reconnaissons, dans cette derniére équation, un élément de dA, ;. Le terme Iy étant le
majorant de (3.27)), le minimiser revient a obtenir une majoration plus précise. De plus minimiser
1o, revient & choisir la valeur de A correspondant au span de p relativement a k, ce qui permet

d’écrire I’égalité suivante :
Q
1 2 * 2
=5 > 820 (3.28)

et qui conclut la premiére partie de la démonstration.

Minoration de I; :
Ce calcul est exactement celui de la borne Rayon-Marge multi-classe [63] (équations (18) a (21)).

Il s’appuie sur deux constatations :

— Si la M-SVM entrainée sur d,, \ {zp,yp} (avec o # 0) commet une erreur sur l’exemple
. alors il existe une catégorie n € [1,Q]\ {yp} tel que Al (z,) > 0 et la solution n’est pas
optimale pour le probléme d’origine.

— De plus, pour toute M-SVM & marge dure entrainée d,, \ {z;,yp} (avec o # 0 ) il existe
une application Z de [1, Q] sur [1,m]\ {p} telle que Vk € [1,Q], h} (zz()) = —ﬁ.

Nous choisissons le vecteur uP tel que :

fipn = K

avec K € RY. Cette définition de pP satisfait les contraintes de la M-SVM a marge dure et

1. Penser aux conditions de Kuhn-Tucker et aux contraintes.
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permet d’obtenir I’égalité suivante :

1 1
:K <h]ryzvﬁmp>li+ 1 +Z <<hiaﬁwz(k)>n+ CH)

1 @ 1
= {h‘g(wp)—l-Q_l_Zbi}:K{hﬁ(xp)'*'Q_l}'

K K& 1
R e 31 ) B C ST ) (3.29)
k=1 lli=1 =1
avec u? = KvP. La maximisation du terme de droite donne la valeur K :
Q ||m @ 2
“le- YTy < - 5,”) | (3:30)
k=1 1li=1 [=1

En substituant (3.30]) dans (3.29), nous obtenons l'inégalité suivante :

29 —1

m Q 1
ZZ <Q — 5kl> I/leixz

2
Or, comme le montre [63], Zk 1 sz 1 Zz 1 ( 5kl) VhKa,
tité faisant intervenir D,, le diamétre de la plus petite boule de H, contenant I’ensemble

peut se majorer par une quan-

{Kkz;, : 1 < i< m}. En effet, le développement de la double somme donne :

Q|| m . 2 e e ?
p _
3 ) CTIHEN S ol DOl LTS o 1
k=1 lli=1 1=1 K k=1 ||i=1,Ik .
Q—1)*
g< - P pe
Cette derniére équation conclut cette partie de la démonstration en fournissant une minoration
de Il .
Ll@-1' |

Synthése :
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L’utilisation conjointe de la minoration de I et la valeur Is fournit

2
Z pmax m>17

et donc

* 2 Q
(@—1) ok

Y

concluant la démonstration. O

Soit M (d,) le sous-ensemble de d,,, constitué des exemples mal classés pendant la procédure
de validation croisée. Le cardinal de M (d,,) correspond donc au nombre d’erreurs de la procédure
de validation croisée Err(¢v1). Posons S = maxy, ;. Sp k- L'obtention d’une majoration de I’erreur
de validation croisée leave-one-out se fait simplement en sommant sur les indices des exemples

pour lesquels le classifieur se trompe, soit

Q QErr(cvl)
12112?( i 2 Z e R —— T
N p: (%p,Yp) EM(dm) Q—-1)" >y Sp kD (Q—-1)"QS5*Dz,

Théoréme 10 (Borne exacte multi-classe de type Span bound). Considérons une LLW-M-SVM
a marge dure entrainée sur dp,. Soit Err©@b) le nombre d’erreur de la procédure de validation
croisée leave-one-oul pour cetle machine. Soit D,, le diamélre de la plus petite boule de Hy
contenant l’ensemble {kz, : 1 <i < m}. Soit S la plus grande valeur du span pour tous les points

relativement & toutes les catégories. Alors nous avons :

ErrD) < (Q —1)*$%2D2, erglz?é?oz

Dans [105], une méthode d’estimation de lerreur de validation croisée leave-one-out est
présentée. Elle s’appuie sur 'hypothése que les vecteurs support ne changent pas pendant la
procédure de validation croisée leave-one-out. Nous utiliserons aussi cette hypothése et mon-
trerons qu’elle ne permet pas d’obtenir une estimation précise de l'erreur. Cette constatation
nous amenera a proposer une approximation de cette erreur en utilisant I’approche utilisée pour
la LS-M-SVM.

Théoréme 11. Soit h* et hP les fonctions calculées par la LLW-M-SVM & marge dure respec-
tivement sur l’ensemble d’apprentissage d,, et sur le méme ensemble privé de 'exemple d’indice
p. Soit a* € RQm (dm) le vecteur des variables duales associé a la LLW-M-SVM a marge dure

entrainée sur d,, el soit o = max; a;l. Soit Sp 1 le span de p relativement a la catégorie k.

p,max

Si les vecteurs support restent inchangés pendant la procédure de validation croisée leave-one-out,
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alors pour tout exemple (x,,Yyp), l'égalité suivante est vraie :

2
Z%k = i (wp)) 25 * O maz

Démonstration. Cette démonstration reprend les notations de celle du lemme [8] Puisque les
vecteurs support restent inchangés, nous pouvons choisir 6 = p? = o* — oP puisque a* — o?
vérifie (3.26]). Nous avons alors 'égalité entre I; et Ip puisque

I =J(@) — J(aP) = I. (3.31)

Notons A* le vecteur de coeflicients associés a Sz » €t posons le vecteur A tel que 67 = —Aa 0
alors, d’apres le terme de gauche de ([3.27), nous obtenons

k;/

=1 1=1

ZZ(‘&H) itk i

De plus, d’aprés la définition de 5’12,’ 1> ous avons SZQ), et donc

‘Zz 121 1( 5kl> itk ’

I’égalité des deux quantités. L’expression de I en fonction de 32 & est donc 1mmed1ate

(RO - 1
= 5 Z Sp,ka;,max + E 55k (hlt (flfp) + C?—l) :
k=1

k=1

Il en est de méme pour I;
L =J(”+6P)—J(aP)

= —%&DTH(SP +VJ ()T 6P
Q

m Q
— —% Z SQ’ka;mamz + Z Zéfk (hi (x;) + Ql_1> )

Pour tous les exemples (autres que celui d’indice p), en utilisant 'hypothése sur les vecteurs

support, les conditions de Kuhn-Tucker imposent que 5p (h (z;) + o 1) =0, d’ou

:—fZSZ,kapmax +Z (hp zp) —|—Ql_1>
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En substituant cette relation dans (3.31), nous obtenons

Q Q
> ob (B (xp) — i (2p) = D S 40 -
k=1 k=1

Cette relation conclut la démonstration puisque pour tout k dans [1, @], 551: = O

Pour diagnostiquer une erreur de classification, il faudrait au moins ) — 1 équations, or ce

théoréme n’en fournit qu’une seule.

3.3.2 Approximation de P’erreur de validation croisée leave-one-out

Comme nous I’avons vu avec le théoréme [I1] le raisonnement sur la borne Span ne permet pas
d’obtenir une approximation de 'erreur de validation croisée leave-one-out. Afin d’obtenir une
telle approximation, nous utilisons la similitude existant entre la M-SVM? et la LS-M-SVM. En
effet, la section présente une maniére de calculer 'erreur de validation croisée leave-one-out

pour la LS-M-SVM. En remplacant les matrices E par &, le théoréme [9] devient :

Théoréme 12 (Expression analytique de la fonction calculée par la M-SVM? lors de la procédure
de validation croisée leave-one-out). Soit une M-SVM? & Q catégories entrainée sur dp,. Sous
Uhypothése que les vecteurs support ne changent pas pour la machine entrainée sur dp, \ {(x, i)},

la fonction calculée par cette derniére M-SVM? sur lezemple x; est le vecteur de R™:

(1] CO _Ql_11"” B <<A515>m) h e (332

avec :
— 1 . L’ensemble des indices de ag tels que les multiplicateurs de Lagrange correspondants
sotent associés a 'exemple x; et que ces multiplicateurs soient non nuls.
— 12 : L’ensemble des catégories pour lesquelles les multiplicateurs de Lagrange associés a

Uexemple 1 sont non nuls.

La démonstration de ce théoréme est strictement identique a celle du théoréme[9] La version
bi-classe de ce théoréme suffit a obtenir I'approximation de 'erreur leave-one-out mais cela n’est
plus le cas ici. En effet, pour un exemple donné, ce théoréme permet d’obtenir m; sorties du
classifieur avec m; < Q — 1. Dans le cas bi-classe, nous avons une sortie si 'exemple est vecteur
support et zéro dans le cas contraire. De plus, nous savons que si I’exemple n’est pas vecteur
support, alors il n’intervient pas. Dans tous les cas, nous pouvons vérifier si la SVM fait une
erreur grace aux contraintes de bon classement.

Pour le cas multi-classe, plusieurs possibilités surviennent :

— m; = 0 : exemple n’intervient pas,

— m; = @Q — 1 : toutes les sorties du classifieur sont disponibles (théoréme ,

— m; €[1,Q — 2] : On ne peut pas calculer toutes les sorties.
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Afin de pouvoir obtenir une approximation de l'erreur de validation croisée leave-one-out,
nous proposons deux approches. La premiére consiste & majorer lerreur faite sous 'hypothése
d’invariance des vecteurs support, c’est-a-dire considérer que le classifieur se trompe dés qu’une

des sorties du classifieur d’indice différent de y, est positive .

Corollaire 3 (Majoration de I'erreur de validation croisée leave-one-out). Soit une M-SVM? & Q
catégories entrainée sur dp,. Si les vecteurs support de cette M-SVM ne changent pas pendant la

procédure de validation croisée leave-one-out, alors une majoration de lerreur de cette procédure

evl) — Zmln (Z i ()50 )

ket

est :

avec
— 1 : L’ensemble des indices de ag tels que les multiplicateurs de Lagrange correspondants
sotent associés a lexemple x; et que ces multiplicateurs soient non nuls.
— 7 : L’ensemble des catégories pour lesquelles les multiplicateurs de Lagrange associés a
Uexemple i sont non nuls.
Lorsque Uhypothése d’invariance des vecteurs support n’est pas vérifiée, cette quantité n’est plus
une majoration de 'erreur. Elle sera tout de méme appelée majoration de 'approximation de
Uerreur de wvalidation croisée leave-one-out au lieu d’approximation de la majoration de I’ap-

. . . . ., . ~r(cv,1
proximation de l’erreur de wvalidation croisée leave-one-out et sera notée Ms(v ’ ),

La fonction min (-, 1) est introduite afin de ne pas compter plusieurs fois le méme exemple si
plusieurs composantes sont positives.

Une autre approximation utile repose sur la constatation expérimentale que, pour certains
noyaux, les valeurs de la fonction calculée par la M-SVM se concentrent sur les bords des marges
analytiques. Nous faisons donc 'hypothése que tous les exemples de dz sont sur la marge, c’est-
a-dire que les sorties du classifieur associées a ces exemples sont égales & —Q 7- Il est évident
que cette hypothése n’est jamais verifiée, mais nous avons constaté expérimentalement que cette

approximation est pertinente.

Corollaire 4 (Approximation de lerreur de validation croisée leave-one-out (appelée Approx.)).
Soit une M-SVM? & Q catégories entrainée sur d,,. Si les vecteurs support de cette M-SVM ne
changent pas pendant la procédure de validation croisée leave-one-out et que les exemples d’indice

dans I sont sur la marge, alors Uerreur de cette procédure est :

(cv,1) . ,
ET.TS’U - Z ]lzkei hz(z7)+(Q—1—m5)ﬁ<man€i h;‘ﬂ (:EZ)
=1

avec

— 1 : L’ensemble des indices de ag tels que les multiplicateurs de Lagrange correspondants

soient associés a l'exemple x; et que ces multiplicateurs soient non nuls.
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FI1GURE 3.2 — Histogramme des valeurs du classifieur pour les couples de Z sur le jeu de données

Image Segmentation. 11 y a 358 couples au total. La ligne rouge correspond a —ﬁ.

— 1 : L’ensemble des catégories pour lesquelles les multiplicateurs de Lagrange associés a

Uexemple i sont non nuls.

En pratique, nous constatons que cette approximation est pertinente pour les noyaux sta-

tionnaires [51].

Définition 16 (Noyau stationnaire). Un noyau x de X? est stationnaire si il existe une fonction
k de X telle que
v (x,x’) e X? & (a:,m’) =k (x — x’) .

Le noyau RBF en est un, et c’est celui que nous utilisons dans les expériences. La figure [3.2

présente un histogramme des valeurs du classifieur muni de ce noyau sur Image segmentation.

3.3.3 Intégration au chemin de régularisation

Ces deux approximations se basent sur le théoréme et leurs intégrations dans le parcours
-1
du chemin de régularisation s’effectuent par ’obtention de <<A51€> ) pour tous les 4 associés
A
a i dans [1,m].
Un raisonnement identique a celui de la section permet d’obtenir une expression analogue
a (3.17) en remplagant E par £. En effet, nous obtenons

At = —Hee(N) ' —v(D-Cv) " CHge (V)" (3.33)

)
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Cette matrice ne nous intéresse pas dans son intégralité, en effet seuls les blocs de sa di-
agonale sont utiles pour calculer les approximations de 'erreur. Comme la matrice Ag ¢ n’est
pas symétrique, cette équation est moins facile & manipuler que I'équation , mais il est
toutefois possible, moyennant quelques calculs supplémentaires, d’obtenir les quantités qui nous

intéressent. Pour cela, nous posons I' € M, ,, tel que
C=(D—-Cv)TTHee (N).

En supposant que (D — Cv) est de rang plein, l'unicité de T' est assurée. La complexité pour
obtenir I" est en O ((Q -1) r3mg) puisque le systéme impliquant He ¢ () est déja partiellement
résolu.ll:] En adoptant la méme notation que dans la section , nous notons v; (respective-
ment I';) la sous matrice de v (respectivement I') dont les lignes (respectivement colonnes) sont
associées aux multiplicateurs non nuls de I’exemple . Le terme (Aglg)“ du théoréme |12 s’écrit

donc :
(1), =~ (e ), .

L2

En profitant du fait que la décomposition de Cholesky de (I(Q,l)T + %Rngle) est déja cal-
culée, et en utilisant la méme démarche que pour obtenir (2.25), on calcule la sous-matrice en
O (mg (Q— 1)2> opérations.

3.4 Résultats expérimentaux

Cette section est dédiée aux résultats expérimentaux de la sélection de modéle pour la M-
SVM?. Tout d’abord, nous présentons les conditions expérimentales de I’évaluation. Ensuite, nous
présentons le comportement relatif des différents critéres de sélection de modéle que nous avons
présentés. Finalement, nous comparons l'eflicacité de ces critéres. Cette section expérimentale ne
traite pas de la LS-M-SVM, mais les expérimentations menées sur celle-ci nous montrent que les

taux de reconnaissance obtenus sont similaires a ceux de la M-SVMZ2.[

3.4.1 Conditions expérimentales

A T'image de ce que nous avons fait dans la section expérimentale nous utilisons une
méthode de Njstrom pour calculer la décomposition de ’approximation de la matrice de Gram.
Les jeux de données sont présentés, avec leur paramétrage, dans le tableau Le coefficient de
régularisation balaie une plage allant de 10* & 10~*. Tous les critéres sont évalués pour chaque
valeur de \. L’algorithme de parcours du chemin de régularisation pour la M-SVM? est implanté

en MATLAB (les temps de calcul ne sont pas donnés car le code n’a pas été optimisé). A notre

1. Des systémes impliquant He ¢ (A) ont déja été résolu pour v et p.

2. La littérature (par exemple [98]) annonce des taux similaires pour la ¢1-SVM, la ¢5-SVM et la LS-SVM. La
LS-M-SVM étant construite comme une LLW-M-SVM des moindres carrés, ce résultat est donc prévisible, et par
suite ne sera pas illustré ici.
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connaissance, il n’existe pas de méthode automatique de sélection de modéle pour les M-SVM
(y compris pour la M-SVM?). Pour obtenir une performance de référence, nous utilisons une
procédure de descente en gradient sur la borne Rayon-Marge multi-classe (voir annexe . Pour
cette minimisation, dans le cas du noyau gaussien, 'optimisation se fait aussi par rapport a la

largeur de bande.

Jeu de données # descripteurs #apprentissage #test Normalisé
Banana 2 400 4900 Oui
Image Segmentation 19 210 2100 Oui
USPS_ 500 256 500 500 Non
Toy 2 1000 1000 Non
Iris 4 30 120 Oui

TABLE 3.2 — Caractéristiques des jeux de données utilisés pour ’évaluation des performances de
la sélection de modéle par parcours du chemin de régularisation pour la M-SVM?

L’utilisation du jeu de données Banana permet de vérifier I'identité entre la majoration de
I’approximation et ’approximation dans le cas bi-classe. Image Segmentation et Iris sont issus de
I'UCI repository alors que USPS 500 (sous-ensemble de la base USPS réduite a 500 exemples)
et Toy sont fournis avec MSVMpack [75].

3.4.2 Comparaison des critéres de sélection de modéle

La figure illustre le comportement des différents critéres dédiés & la sélection de modéle
présentés dans ce chapitre. Nous remarquons notamment que :
— la borne Rayon-Marge tend & choisir une valeur de C' inférieure & celle correspondant au
minimum de 'erreur de test,
— l'approximation valable pour les noyaux stationnaires est proche de 'erreur de test,
— les variations de la majoration de 'approximation sont semblables & celles de I'erreur de
test.

3.4.3 Qualité de la sélection de modéle

Nous évaluons la qualité de ces critéres en sélection automatique de modéle. Les tableaux
et reportent les erreurs de test 4 'optimum des critéres présentés précédemment. Le tableau
illustre le comportement de ces critéres pour une machine munie d’un noyau linéaire tandis
que le tableau présente les résultats pour un noyau gaussien et propose une comparaison &
la borne Rayon-Marge. Le parcours du chemin de régularisation est parcouru & noyau fixé alors
que l'on laisse & 'optimisation de la borne Rayon-Marge le choix de la largeur de bande. Un tel
degré de liberté supplémentaire permet d’obtenir le meilleur de cet algorithme.

La premiére ligne du tableau confirme les résultats de la figure : I'utilisation du parcours
du chemin de régularisation multi-classe pour deux catégories est identique & celui du cas bi-
classe. I’approximation de Perreur (lors de I'utilisation d’un noyau stationnaire) reste trés proche

de ’erreur, aussi bien en tendance qu’en valeur. La majoration de ’approximation quant a elle
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Jeu de données | Test | Majoration de 'approx. | Approximation | RM
Toy 9.1 9.1 10.6 9.9
Iris 3.3 3.3 13.3 13.3

TaBLE 3.3 — Comparaison des erreurs de test au minimum de différents critéres multi-classes
(majoration de I'approximation, approximation et borne Rayon-Marge) pour le noyau linéaire.

Jeu de données Chemin Gradient
Test | Majoration de 'approx. | Approximation | RM | RM C o
Banana 10.1 11.2 11.2 10.5 | 10.7 | 0.17 | 0.46
Image Segmentation | 10.7 10.9 10.8 11.1 | 11.52 | 0.42 | 1.57
USPS_500 12.2 12.4 12.6 172 | 12,6 | 1.77 | 2.44
Toy 0.4 0.6 0.7 1.1 1.0 |0.38 | 0.10

TABLE 3.4 — Comparaison des erreurs de test au minimum de différents critéres multi-classes
(majoration de I'approximation, approximation et borne Rayon-Marge) pour un noyau gaussien
par parcours du chemin de régularisation et par une méthode de descente en gradient (voir
annexe [A)).

suit I’erreur en tendance y compris pour les noyaux non stationnaires. Méme si ses résultats sont
un peu moins bons, la borne Rayon-Marge offre tout de méme une alternative intéressante de
par son coit de calcul trés faible.

Ces constatations ainsi que 'analyse de la complexité du parcours de chemin et des calculs
des approximations nous améne & proposer le diagramme [3.4] explicitant nos recommandations

pour le choix de 'algorithme de sélection de modéle.

3.5 Conclusion

Ce chapitre contient des contributions originales de différentes natures. Dans un premier
temps, nous avons introduit une nouvelle M-SVM, 1la M-SVM des moindres carrés. Ensuite, nous
avons étendu l’algorithme de parcours du chemin de la £5-SVM a la M-SVM?2. Cette extension
conserve les propriétés de l'algorithme bi-classe : les trajectoires des multiplicateurs de Lagrange
ne sont pas linéaires par morceaux et la complexité peut étre linéaire en le nombre d’exemples.
De plus, nous avons introduit une nouvelle borne sur ’erreur de validation croisée leave-one-out
pour la LLW-M-SVM (et donc pour la M-SVM?) en s’inspirant de la borne Span. Enfin, nous
avons aussi introduit deux approximations de 'erreur de validation croisée leave-one-out pour
la M-SVM?Z2. Des résultats expérimentaux illustrent le bon comportement en pratique de ces

approximations.




3.5. Conclusion

0.6 T T T 3
Erreur d apprentissage
—+— Erreur de test
Majoration de | approximation
<= = Approximation
©  Borne Rayon-Marge
2
N s
s g
3 5
E b3
2
11
o
0
0 1 5
109,4(C)
15 T T T T T T T T 2
Erreur d apprentissage
—+— Erreur de test
Majoration de | approximation
- == Approximation
©  Borne Rayon-Marge
11
N s
s g
2 S
] =)
10
-1
0 1 5
10,4(C)
0.6 T T T T T T T T 4
Erreur d apprentissage
= Erreur de test
Majoration de | approximation
<= = Approximation
©  Borne Rayon-Marge
(-]
o
© 12
o
-]
. s
3 ° g
8 g
& ° 2
o °
(-]
o
-0
o , , \ , , , , , >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
10g,4(0)

(e) : Toy (linéaire)

Erreur

Erreur

Erreur

107

T
Erreur d apprentissage
—+— Erreur de test
' - Majoration de | approximation
' + == Approximation
O Borne Rayon-Marge
o0000
o

o

-4

(b) Image Segmentation

Ereur d apprentissage
—+— Erreur de test
Majoration de | approximation
+ == Approximation
O Borne Rayon-Marge
]

log10(RM)

(d) : Toy (gaussien)

05 9°9900645484000°°

Erreur d apprentissage
—+— Erreur de test
Majoration de | approximation
<= = Approximation
O Borne Rayon-Marge
°

5
log10(RM)

-5
0 1
10g,,(C)

(e) : Iris

FIGURE 3.3 — Comparaison des critéres de sélection de modéles pour la M-SVM? le long du
chemin de régularisation. L’ordonnée de la borne Rayon-Marge est affichée sur une autre échelle

en logo (RM).

1og10(RM)



108 Chapitre 3. Sélection de modéle par chemin de régularisation pour la M-SVM?

Approximation de Non Utilisation de 'optimisation
rang faible possible ? sur la borne Rayon-Marge

l Oui
Capacité mémoire suffisante Non
(O (rm (Q— 1)2>) ?

l Oui

Utilisation du parcours du
chemin de régularisation

[ e Non Utilisation de la majora-
i } tion de I'approximation

Oui

Utilisation de ’approx-
imation de ’erreur

FIGURE 3.4 - Diagramme d’aide au choix de I’algorithme de sélection de modéle pour la M-SVM?2.



Chapitre 4

Sélection d’hyperparameétres par
maximisation régularisée de

’alignement noyau/cible centré

« Calvin : You can’t just turn on creativity
like a faucet. You have to be in the right
mood.

Hobbes : What mood is that ¢

Calvin : Last-minute panic. »
—Calvin and Hobbes, Bill Watterson

Les méthodes & noyau ont été utilisées avec succés dans différents domaines de la recon-
naissance des formes. Généralement, le choix du noyau est laissé & l'utilisateur, alors qu’il est
pourtant crucial pour l'efficacité de ces méthodes. Dans le cas de la sélection de modéle par
parcours du chemin de régularisation, le choix du noyau, effectué en amont, joue un roéle crucial
puisqu’il doit étre adapté au probléme. Ce chapitre traite donc exclusivement des méthodes de
sélection indépendantes de la suite du traitement. Ainsi, nous excluons toutes les méthodes éval-
uant 'adéquation du noyau a la tache par un critére lié¢ au taux de reconnaissance d’un systéme
discriminant : les utilisations de la procédure de validation croisée, de bornes ou d’approximations
(comme la méthode de Chapelle [27]) sortent du cadre de notre propos. Le chapitre commence
par la présentation de l'alignement noyau/cible [35], puis se poursuit par une adaptation de
cette méthode en utilisant alignement centré proposé dans [30]. I s’achéve sur des résultats

expérimentaux obtenus sur un jeu de données jouet et sur des données du monde réel.

109
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4.1 Alignement noyau/cible

4.1.1 Alignement noyau/cible standard

La sélection de noyau en amont permet d’effectuer la sélection de modéle de maniére efficace
en temps de calcul puisque le parcours du chemin de régularisation ne se fait qu'une seule fois.
Les performances en test mises & part, la mise en ceuvre du parcours du chemin doit guider le
choix du noyau, a travers le role central joué par la valeur du rang de la matrice de Gram. Comme
la section I’a mis en évidence, le rang de la matrice de Gram dépend du noyau utilisé. Il en
résulte qu'un choix approprié¢ du noyau permet aussi bien de minimiser l'erreur de test que le
temps de calcul.

L’alignement de noyaux a été présenté dans [35], puis proposé sous forme suivante dans [34] :

Définition 17 (Alignement noyau/cible [34]). Soient k et k' deux fonctions de type positif sur

X2 telles que 0 < (k,k)p < o0 et 0 < (k/,K')p < co. L’alignement entre r et k' est

<'%> ’{/>P

(k,k)p(K' K'Y p

A (Ii, Ii/) =

avec (k,K')p = [yo ki (x,2") K (x,2") dPx (x) dPx (2) et Px la distribution marginale de P sur
X.

Cette quantité permet de capturer la notion de bonne classification. La distribution des

exemples étant inconnue, on lui substitue ’alignement empirique :

Définition 18 (Alignement empirique). Soient k et k' deuz fonctions de type positif sur X? et
soient K et K' leurs matrices de Gram associées & D, vérifiant |K||rp # 0 et | K'||r # 0. Alors,

Palignement empirique entre k et k' est défini par

<K7K/>F
VK, E)p(K', K')p

A (K,, /@') =

avec (K, K'Y =37 (i, 25) &' (i, ;) le produit de Frobenius de K et K'.

En plus d’étre calculable & partir des données d’apprentissage, 'alignement empirique
noyau/cible posséde quelques propriétés intéressantes. Cristianini et ses coauteurs [34] ont mon-
tré qu’il était fortement concentré autour de son espérance : sa valeur empirique est stable en
fonction du choix des ensembles d’apprentissage. Toujours d’aprés [34], il est possible de le relier
a la "marge moyenne" et de montrer qu'un alignement optimal correspond a une séparation
de marge maximale. Ces observations signifient qu’il est possible d’optimiser cette quantité afin
d’obtenir une meilleure erreur en généralisation.

Le principe de la sélection de noyau par alignement noyau/cible consiste a choisir celui max-
imisant I’alignement empirique avec une cible. Dans [62], plusieurs cibles sont proposées pour le

cadre multi-classe. Nous choisissons une cible (qui sera associé a la matrice cible K;) de terme
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1 1_5y,y’
o (") = <_Q_1> .

Les expériences réalisées ne mettent pas en évidence une variation significative des performances

général

en fonction du choix de la cible.

4.1.2 Alignement noyau/cible centré

Une interprétation possible de 'alignement de noyaux est le cosinus d’un angle. Lorsque les
données sont loin de l'origine de I'espace de représentation mais regroupées dans la méme zone de
cet espace, alors la valeur du produit scalaire (et donc l'alignement) est élevée. Sur ces données,
la valeur de I'alignement est grande tandis que le pouvoir discriminant du noyau est faible. En
conséquence, le centrage dans ’espace de représentation a été recommandé dans plusieurs articles
182, [861, 30].

Définition 19 (Noyau centré . associé a & [30]). Soit k une fonction de type positif sur X2 a

valeurs réelles, alors le noyau centré k. associé a r est défini pour tout (z,2') € X2 par

Re (33, .CU/) = <’i:c - EX[EX]v Ryl — EX’[KX’DH

=k (z,2") —Ex[r (X,2)] = Ex/[r (2, X")] = Ecx x [k (X, X')].

La matrice de Gram associée au noyau centré r. est défini pour tout i et j dans [1, m] par :

1 — 1 — 1 —
Koy = Kij—— ;K;w- - ;Kk +— kzl_:l K.

L’alignement noyau/cible centré se définit de la méme maniére que 'alignement standard :

Définition 20 (Alignement de noyaux centrés). Soient k et k' deuz fonctions de type positif sur

X? telles que 0 < (ke, ke)p < 00 et 0 < (kL kL) p < oo avec k. et k. les noyauz centrés respectifs.

c) Ve

Alors, lalignement de noyaux centrés entre x et k' est défini par

o o <k:c’ké>P
p (K, K') = A (ke kL) = N AE AT

On peut définir 'alignement empirique de noyaux centrés a partir du m-échantillon D, :

Définition 21 (Alignement empirique de noyaux centrés). Soient k et k' deux fonctions de
type positif et soient K et K' leurs matrices de Gram associées & Dy, vérifiant | K ||p # 0 et

|KL||r # 0. Alors, I'alignement empirique de noyaux centrés entre k et k' est défini par

<KC7 Ké>F
VK, Ke)p (KL KLy p

Pm (Ha H/) = Am (507 "f/c) =
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FiGURE 4.1 — Evolution de l'alignement empirique de noyau et de l'alignement empirique de
noyau centré en fonction de

1l est intéressant de remarquer que ’alignement empirique de noyaux centrés converge en
probabilité vers I’alignement de noyaux centrés (voir le théoréme 12 de [30]). Afin d’illustrer
Iintérét du centrage du noyau dans l'espace de représentation, nous choisissons une extension
du probleme de la Figure 1 de [30]. Cet exemple & trois catégories et en trois dimensions illus-
tre les différences de comportement entre les deux alignements. La catégorie 1 est localisée en
(1,0,0) et contient % des exemples. Les catégories 2 et 3 se situent respectivement en (0, 1,0)
et (0,0,1) et sont en proportion n2 (respectivement (1 —n) %) avec n € [0,1]. Le noyau utilisé
est k (z,2") = (x,2') + 1. La figure 4.1] illustre que, sur cet exemple séparable et trivial, Paligne-
ment de noyaux non centré ne présente pas un comportement optimal et que pour des classes

équireparties l'alignement est nul.

4.2 Maximisation régularisée de I’alignement noyau/cible centré

Le choix du noyau peut se faire de multiples maniéres, par exemple par comparaison de
I’alignement de différents noyaux, par combinaison linéaire de noyaux ou encore par paramétri-
sation d’une famille de noyaux. C’est cette derniére approche que nous considérons dans la suite.

Quel que soit la méthode utilisée pour maximiser I'alignement, il est nécessaire de recalculer
des termes de la matrice de Gram & chaque pas. C’est pour cela que ’approche la plus couramment
utilisée est la combinaison linéaire de noyauxE] [34, 30]. Dans [30], il est montré que I'optimisation

de P’alignement d’une telle combinaison se réduit & résoudre un probléme de programmation

1. Le recalcul de la matrice de Gram dans ce cas précis correspond a une somme pondérée de matrices
inchangées.



4.2. Maximisation régularisée de I’alignement noyau/cible centré 113

quadratique convexe. L’alignement d’un noyau gaussien paramétré présente l'inconvénient de
devoir évaluer la fonction exponentielle pour chaque composante de la matrice de Gram a chaque
itération. Malgré ce cofit, 'alignement de ce noyau a déja été utilisé avec succés dans plusieurs
applications dont la prédiction de la structure secondaire des protéines [62].
L’alignement noyau/cible gaussien paramétré présente plusieurs avantages :
— Pour un noyau elliptique, il permet d’obtenir un sélection de variables douce directement
interprétable par le praticien.
— La complexité de calcul des sorties du classfieur lors de 'evaluation en test reste faible : il
n’y a qu’un seul noyau a évaluer.
Par la suite, bien que la méthode soit applicable & d’autres noyaux, nous ne nous intéressons

qu’au noyau gaussien elliptique défini de la maniére suivante :

Définition 22 (Noyau gaussien elliptique). Soient = et 2’ deuz vecteurs de R, Alors le noyau

gaussien elliptique paramétrisé par p = () € R est défini par
kip (z,2') =e” Zld:l“?(”_wf)Q.

Intuitivement, la maximisation de l'alignement d’un noyau elliptique sur un petit jeu de
données en haute dimension est sujette au sur-apprentissage. Pour pallier ce probléme nous

introduisons un terme de régularisation :

Probléme 18 (Probléme d’apprentissage d’un noyau gaussien elliptique par maximisation régu-
larisée de ’alignement noyau/cible centré). Pour Q € N\ {0,1} et pour (m,d) € N*2, soit
dm = ((%i,¥i))1<icm € (Rd X ﬂl,Q]])m, soit v € RY et soit Kk, un noyau gaussien elliptique
paramétré par p € R, L’apprentissage d’un noyau gaussien elliptique est obtenu par mazimisa-

tion régularisée de l’alignement noyau/cible centrém :

oy, = argmax Jg (1) ,
I

avee Jo (1) = p (ks 1) — v]all} et p € {1,2).

Le choix p = 1 permet de chercher une solution parcimonieuse. Le terme de régularisation
empéche de choisir une largeur de bande trop étroite, c’est-a-dire qu’il contréle la vitesse de
décroissance des valeurs propres [96, [114]. Indirectement, il permet donc de contréler le rang
qu’il faudra choisir pour approcher la matrice de Gram induite par le noyauﬂ

La dérivation de J, par rapport & p s’obtient par dérivations successives des quantités im-
pliquées dans cette fonctionelle. Soit K la matrice de Gram de d,, associée & k,, soit K. la
matrice associée au noyau centré de x, et soit K. la matrice associée a la cible centrée ;. En

utilisant la notation habituelle (voir par exemple [54]), la dérivée d’une matrice par rapport a

1. Par abus de langage, pour avoir une écriture pus légére, nous désignerons parfois cette méthode par le nom
d’alignement régularisé de noyauts centrés.
2. Lorsque le critére de troncature porte sur la taille des valeurs propres.
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une variable est donnée par la dérivée de chaque terme de la matrice par rapport & cette variable.

La dérivée de I'alignement centré par rapport a g vaut

Opm (K, kt) (83%:7 Kic)r (Ko, Kie) r (K, %)F

= — : (4.1)
Opu [ Kell Pl Ktell 7 Kl Zl Kl
La dérivée de K, par rapport & uy est
K K K K K
OK. _ a——rTa——a—r+rT‘9—r (4.2)
O O Oug  Oug Opug;
avec I' = %17”1%.
La dérivée de K par rapport a uy vaut donc
oK
— = 2uD, O K 4.3
Ok py © (4.3)

avec © le produit d’Hadamar et Dy la matrice des distances suivant la dimension k : Dy =
[ = 3’]

La complexité du calcul, en temps et en mémoire, du gradient de p, (k,, k¢) par rapport a

1<i,j<m

west O (dm2). Comme annoncé précédemment, cette complexité est beaucoup trop élevée pour
que ’on puisse envisager une résolution classique du probléme Nous proposons de I"aborder
par une variante de la descente en gradient stochastique a pas variable proposée dans [4]. Pour
cela, & chaque itération, nous choisissons, suivant une loi uniforme, un petit nombre d’exemples
qui serviront a calculer le gradient et appliquons 1’équation (4.10) de [4] pour I'adaptation du
pas de gradient. Il est important de noter que si la fonction objectif n’est pas convexe, elle ne

présente toutefois qu’un seul maximumﬂ.

4.3 Résultats expérimentaux

Méme si alignement de noyaux est bien fondé, il ne semble pas étre entré dans l'usage des
praticiens. Les résultats exposés dans ce chapitre montre en quoi cette méthode est prometteuse.
Nous commencons par traiter un jeu de données jouet, puis des données du monde réel. Ces
derniéres données proviennent d’une part d’une étude effectuée avec 'ENSTA Bretagne et d’autre
part d’une application de prédilection de I’équipe ABC : la prédiction de la structure secondaire
des protéines globulaire. Les taux de reconnaissance annoncés sont obtenus avec une M-SVM?
(implementation du paquet MSVMpack) dont les valeurs des hyperparameétres (dilatation du
noyau et coefficient de régularisation) sont calculées par la sur-couche logicielle d’optimisation
de la borne Rayon-Marge (présentée en annexe . En effet, nous avons décidé de découpler le

coefficient de dilatation du noyau et les pondérations des descripteurs, ce qui nous fait travailler

1. Penser & la graphe d’un cosinus sur une demi-période.
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avec le noyau suivant :
d 2 2
"\ — ,—HO Zl:l K\ =2
Iiu (.17, A ) =€ ( )

avec o le coefficient de dilatation et (Ni)z‘e[[l,d]} les pondérations des descripteurs. Nous avons
constaté expérimentalement que cette approche convergeait plus rapidement que ’enchainement
de Doptimisation des pondérations relatives seules puis de la recherche du coefficient de régu-
larisation. Cette derniére approche fonctionne bien lorsque peu de pondérations sont cherchées,

mais n’est pas efficace pour une valeur de d élevéeE].

4.3.1 Données jouet

Nous limitons I'étude des données jouet a un seul jeu : Image Segmentation de I’UCI repos-
itory[4T]. Ce jeu de données en dimension 19 est particuliérement intéressant puisque chacun
de ses descripteurs correspond & une quantité interprétableﬂ Chaque exemple est une vignette
de trois sur trois pixels dont la catégorie correspond a la nature de ce qui est représenté. Les
catégories sont : brique, ciel, feuillage, ciment, fenétre, chemin et herbe.

Nous utilisons le découpage apprentissage-test proposé par défaut, c’est-a-dire 210 exemples
pour faire 'apprentissage et la sélection de modele et 2100 exemples pour le test. Le seul pré-
traitement effectué est le centrage et la réduction des données dans ’espace de description.
L’intérét de l'alignement de noyaux est évalué en deux étapes. La premiére consiste uniquement
a quantifier apport en termes de taux de reconnaissance alors que la seconde s’intéresse a la

sélection de variables.

4.3.1.1 Apport de I’alignement noyau/cible gaussien elliptique a la classification

Dans un premier temps, nous nous intéressons a ’apport du noyau gaussien elliptique dans
la classification & 1’aide de SVM. L’optimum de la borne Rayon-Marge multi-classe pour le
noyau RBF standard (aussi dénomme sphérique par opposition a elliptique) est obtenu pour
o= ﬁ = 1.48 et C' = 0.47. Le taux de reconnaissance avec ces hyperparametres est de 88.43%,
alors que Guermeur et Monfrini [63] obtiennent 90.20%. Une telle différence est probablement due
& 'utilisation de la borne Rayon-Marge pour la sélection de modéle et non & une validation croisée.
Ce taux de reconnaissance nous sert de référence. La minimisation de la borne Rayon-Marge
multi-clagse pour ce noyau est effectuée pour les configurations suivantes : maximisation non
régularisée de ’alignement noyau/cible non centré, maximisation non régularisée de ’alignement
noyau/cible centré, et ensuite les deux versions régularisées de cette méthode (la premiére de
norme 1 (p = 1) et la seconde de norme 2 (p = 2)). Le coefficient de régularisation v est fixé
4 1073, Le tableau présente les taux de reconnaissance obtenus. L’augmentation du taux de
reconnaissance induite par l'utilisation du noyau elliptique apparait statistiquement significative

au sens du test de comparaison de deux pourcentages ("two sample proportion test" avec z=>5.79)

1. On est confronté & un phénoméne de vallée étroite.
2. Le 3-ieme descripteurs est constant puisqu’il s’agit du nombre de pixels de la mini-image.
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Noyau Régularisation | Taux de reconnaissance
RBF standard - 88.48%
Gaussien elliptique non centré sans 93.62 %
Gaussien elliptique centré sans 94.19%
Gaussien elliptique centré 2 94.19%
Gaussien elliptique centré lo 94.05%

TABLE 4.1 — Taux de reconnaissance obtenus par minimisation de la borne Rayon-Marge multi-
classe apreés alignement noyau/cible pour Image Segmentation

tandis que I'influence de la régularisation semble secondaire. Sur ce jeu de données, le centrage
des données dans ’espace de représentation n’apparait pas comme nécessaireﬂ

Cette étude sur 'utilisation d'un noyau gaussien elliptique étant réalisée sur un seul jeu de
données, elle est bien évidemment non représentative des gains que ’on peut atteindre en général.
Cependant, la sélection de variables a largement prouvé son utilité par ailleurs (voir par exemple
le trés bon article [65]). Notre méthode peut aussi se voir comme la recherche d’une métrique

adaptée au probléme de classification considéreé.

4.3.1.2 FEtude comparative de la sélection de variables pour Image Segmentation

Puisque la mise en ceuvre du principe de maximisation de l’alignement noyau/cible sur un
noyau gaussien elliptique correspond & une sélection de variables douce, il est naturel de la
comparer & des méthodes classiques effectuant cette tiche. En nous refusant a toute méthode
de sélection liée au taux de reconnaissance, nous nous orientons vers les méthodes de type filtre
("filter" en anglais, voir par exemple la section 4.4 de [65]). Nous avons décidé de comparer notre
méthode a une sous-famille de ces méthodes : celle basée sur 'information mutuelle (voir par
exemple [17]).

Dans cette famille nous avons choisi quatre méthodes :

— Mutual Information Maximisation (MIM, [36]) : la premiére méthode développée qui con-
siste & choisir les descripteurs dont 'information mutuelle avec la classe est la plus impor-
tante. Le nombre de descripteurs est choisi a priori.

— Mutual Information Feature Selection (MIFS, [I1]) : cette méthode choisit, de maniére
séquentielle, les descripteurs maximisant 'information mutuelle tout en limitant la redon-
dance avec ceux déja choisis. Le paramétre lié & la redondance est réglé par le praticien.

— Conditional Mutual Information Maximisation (CMIM, [46]) : cette méthode s’appuie sur
Pinformation mutuelle conditionnelle.

— minimum-Redundancy Maximum-Relevance (mRMR, [84]) : cette méthode est trés simi-
laire & MIF'S, mais le paramétre est fixé (et non choisi).

Afin de vérifier que ces méthodes fournissent des résultats satisfaisants, nous avons aussi

utilisé une méthode de type "wrapper" de recherche séquentielle en avant (voir section 4.1 de

1. Pour la prédiction de la structure secondaire ne pas centrer peut conduire & I’obtention d’une pondération
quasi-uniforme et donc de peut d’intérét.
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FIGURE 4.2 — Pondération obtenue pour Image Segmentation par maximisation de 1’alignement
noyau/cible, par maximisation de l’alignement noyau/cible centré et par maximisation régularisée
de l'alignement noyau/cible centré (normes ¢; et {s)

[65]).

La méthode d’alignement dotée d’une régularisation de norme ¢; offre une pondération parci-
monieuse (voir Figure avec seulement 4 prédicteurs retenus. En nous basant sur ce résultat
nous fixons le nombre de prédicteurs & 5 pour toutes les autres méthodes.

Le tableau présente une comparaison des variables sélectionnées par les méthodes MIM,
MIFS, CMIM, mRMR, notre méthode avec les normes ¢; et {5 ainsi que la recherche séquentielle
en avant utilisant une validation croisée & 5 pasE]. Il est intéressant de noter que cette méthode
s’arréte lorsqu’il trouve 6 variables.

La derniére ligne du tableau 4.2| contient les taux de reconnaissance obtenus par minimisation
de la borne Rayon-Marge d'une M-SVM? (entrainée avec seulement 5 descripteurs). Les méthodes
de type filtre fonctionnent globalement moins bien que les autres. Seuls mRMR, la méthode
"wrapper" et les alignements de noyaux présentent des taux supérieurs & celui d’un apprentissage
sur 'ensemble des descripteurs.

Intéressons-nous & présent aux variables sélectionnées par ces quatre méthodes. Le descrip-
teur systématiquement sélectionné est le second : "ligne du pixel central". Ce choix, a priori
surprenant, est en fait légitime, il permet de séparer ce qui se trouve en bas (herbe et chemin),
en haut (ciel et feuillage) et au centre (ciment, fenétre et brique) de I'image. Un autre descripteur
qui revient souvent est la teinte de 'image. Cet attribut est particuliérement intéressant puisqu’il
permet de couvrir toutes les couleurs par un seul scalaire. La méthode ne le sélectionnant pas

choisit toutefois deux intensités de couleurs (rouge et bleu). La sélection réalisée par ces méthodes

1. Le couple (C, ) est fixé a (1.1, 1.48) pendant la procédure.
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Descripteur : Méthode
7# Deéfinition 2 Lo MIM MIFS CMIM mRMR "wrapper"
1 Colonne du pixel central 2 3
2 Ligne du pixel central 3 3 1 1 1 1 2
3 Nombre de pixels (=9) 2 2
4 Nombre de lignes de faible contraste 3
(longueur 5)
5 Nombre de lignes de fort contraste (longueur 4 6
5)
6 Moyenne de la mesure de contraste entre pix-
els horizontalement adjacents
7 Ecart type de la mesure de contraste entre
pixels horizontalement adjacents
8 Moyenne de la mesure de contraste entre pix-
els verticalement adjacents
9 Ecart type de la mesure de contraste entre
pixels verticalement adjacents
10 Intensité moyenne sur la région 4
(R+V +B)/3
11 Moyenne du rouge sur la région 4 1
12 Moyenne du bleu sur la région 4 5 5
13 Moyenne du vert sur la région 2 4
14 Excés de rouge : 2R -V+B 2 5
15 Excés de bleu : 2B -V4+R
16 Excés de vert : 2V -B+R 4
17 Valeur moyenne de la région 2 3
18 Saturation moyenne de la région 4 5 5 5
19 Teinte moyenne de la région 1 1 3 3
Taux de reconnaissance (%) 94.19 94.05 79.38 78.86 88.33 92.29 92.71

TABLE 4.2 — Comparaison des variables sélectionnées par méthodes de type filtre pour Image
Segmentation

apparait logique au vu du probléme.

4.3.2 Données maritimes : inversion du front d’Ouesssant

L’application de la maximisation régularisée de ’alignement noyau/cible centré s’est faite
dans le cadre d'un étude menée avec 'ENSTA Bretagne pour le projet "Passive Acoustics for
Coastal Oceanography" (voir par exemple [23] [19]). Ce projet vise a fournir des méthodes de
caractérisation des milieux marins cotiers par acoustique passive. Notre contribution réside dans
le développement d’un noyau et d’une méthode adaptés a la classification des spectres enregistrés
pour obtenir un résultat opérationnel.

Contexte :

Le front d’Ouessant est un phénomeéne saisonnier qui a lieu de mai a octobre en mer d’Iroise. Il
correspond a la frontiére entre deux masses d’eau au large de l’ile d’Ouessant :

— une masse d’eau cotiere dont le profil de température est homogene (10-11°C),

— une autre masse d’eau, plus au large, dont le profil de température est stratifié (autour de

14°C en surface et 10-11°C au fond).
Dans la suite, on dira que le front est absent si le profil est homogéne et qu’il est présent si le profil
est hétérogeéne. La figure [.3| présente 1'évolution de la température de surface du 2 mai au 25 juin
2011. Au début de I'étude, le front est absent. Il s’installe progressivement jusqu’a étre présent
fin juin. Cette étude a pour objet de déterminer la présence du front d’Ouessant. Dans ce but, il
est nécessaire de connaitre précisément la localisation de la source sonore d’intérét et d’installer
un hydrophone équipé d’un systéme de mouillage silencieux. La source sonore utilisée dans cette
étude est le rail d’Ouessant sur lequel passent en moyenne 165 navires par jour. L’hydrophone

est situé au point A de la figure tandis que le rail est représenté par les traits. Le choix d’un
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hydrophone comme dispositif de mesure se justifie puisque les propriétés du fond marin et de la
colonne d’eau influent sur la propagation du bruit rayonné par la voie maritime. Dans le cadre

de I’étude, il est admis que seul le profil de la colonne d’eau change au cours du temps.

-!“ 5 ¥ = e ! B i <5 £
(a) : homogene (02/05/2010) (b) : transitoire (21/05/2010) (c) : stratifié (25/06/2012)

F1GURE 4.3 — Vue satellite de la température des eaux du front d’Ouessant. La couleur verte
correspond & de I’eau dont le profil est homogéne et la rouge & un profil stratifié.

!—77——7 N4g:32

F1GURE 4.4 — Carte représentant les 24 heures de trafic maritime du 24 avril 2012. Le point A
matérialise I’hydrophone.

Descriptions du jeu de données :
Chaque exemple correspond au spectre d’une heure de mesures. Ce spectre couvre une plage de
0 & 16 K Hz avec 2048 descripteurs (ce qui correspond a une résolution d’environ 7.8 Hz). Le jeu
de données est décomposé en trois parties : une premiére correspondant & la présence du front
(53 exemples), une deuxiéme a son absence (48 exemples), et une derniére a des spectres pour
lesquels I'affectation & I'une des deux catégories n’est pas directe (25 exemples). L'étiquetage
était réalisé a partir d’'images satellite (dont sont tirées les images de la figure .

Résultats :
Le fait d’introduire une classe de données correspondant & une transition du phénomeéne plutot
que des données non-étiquetées, nous a conduit & ne pas utiliser une méthode d’apprentissage
semi-supervisé. Nous procédons & la maximisation régularisée de ’alignement noyau/cible centré

suivi par le parcours du chemin de régularisation. La figure [L.5] présente la pondération obtenue
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FIGURE 4.5 — Pondération des fréquences de I’hydrophone obtenue par maximisation régularisée
de l'alignement noyau/cible centré.

par I’alignement de noyaux. La méthode attribue de fortes pondérations a la plage de fréquences
comprise entre 500Hz et 1000H z. Ce résultat est en accord avec la théorie [23] puisque les
basses fréquences (500Hz a 1000H z) correspondent aux fréquences rayonnées par les navires
tandis les trés basses fréquences (0H z & 500H z) sont liées au bruit de mouillage de I’hydrophone.
Pour cette pondération, 'erreur de validation croisée est d’environ 3%. Les sorties du classifieur
sont satisfaisantes puisqu’elles fournissent des résultats cohérents avec les mesures satellites de
températures de surface. De plus, ces résultats ont permis de mettre en évidence une propriété
du profil stratifié : le son interagit plus avec le plancher océanique et s’atténue plus rapidement
dans une bande de fréquences donnée. Ce résultat a été mis en évidence par simulation dans une
autre ¢tude [19]. Une autre campagne de mesures est prévue afin de confirmer cette premiére
étude. En effet, il est nécessaire de s’assurer que c’est bien le front d’Ouessant qui justifie cette
baisse d’intensité & ces fréquences. Toutefois, la possibilité d’interprétation de l'alignement de
noyaux combinée au bon taux de reconnaissance sont trés prometteurs pour une installation

opérationnelle de ce systéme de monitorage.

4.3.3 Données protéiques : prédiction de la structure secondaire des protéines

Dans le cadre d’une étude exposée dans un article figurant dans I'annexe [B] I'utilisation de
la maximisation régularisée de ’alignement noyau/cible centré s’est révélée nécessaire puisque
Palignement noyau/cible non-centré ne permet pas d’obtenir un noyau satisfaisant.

Contexte :

Connaitre la structure d’une protéine est un prérequis pour comprendre précisément sa fonction.
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On distingue différentes maniéres de décrire cette structure. Tout d’abord, la structure primaire
qui correspond a sa séquence. Cette séquence peut étre écrite dans un alphabet de 20 symboles :
les acides aminés. Le terme "résidu" est utilisé pour décrire ce qui reste de ces acides aminés dans
une protéine. Ensuite, nous avons sa structure tertiaire qui désigne sa structure 3D, c’est-a-dire sa
conformation spatiale. C’est cette derniére conformation qui aide le biologiste & inférer la fonction
de la protéine. Toutefois, la détermination expérimentale de cette structure est complexe et n’est
pas toujours possible. Il en résulte un trés grand écart entre le nombre de séquences connues
et celui des structures connues (21.2 10° contre 82 10% en juin 2012). Pour combler cet écart,
on fait appel & la prédiction. Celle-ci s’appuie ordinairement sur une approche de type diviser
pour régner. C’est essentiellement dans ce contexte qu’intervient la prédiction de la structure
secondaire. Cette structure correspond a une projection de la structure tridimentionelle sur une
unique dimension, c’est-a-dire une succession d’états conformationnels associés & chaque résidu.
Il existe deux principales structures réguliéres périodiques qui sont ’hélice « et le brin 3. Le
reste correspond a des structures apériodiques appelées boucles (ou coil en anglais). L’hélice est
la structure la plus représentée puisqu’elle correspond & environ 30% des résidus. De plus, sa

période est de 3.6 résidus. Le brin concerne environ 20% des résidus.

Cette prédiction de la structure de la structure secondaire est une tache de reconnaissance des
formes. En effet, elle correspond & une probléme de discrimination & trois catégories consistant
& affecter & chaque résidu d’une séquence protéique son état conformationnel : hélice «, brin £
ou structure apériodique. Toutefois, plutét que d’utiliser directement la séquence pour effectuer
la classification, on préfére utiliser des alignements multiples qui permettent d’incorporer de
I'information d’évolution et de fournir ainsi de meilleurs taux. La description des résidus d’une
séquence de protéine correspond alors & une matrice appelée PSSM (Position-Specific Scoring
Matrix) obtenue par PSI-BLAST [5]. L’utilisation de tels descripteurs a permis une augmentation

significative du taux de reconnaissance (voir par exemple [69]).

Nous nous intéressons & une approche locale de la prédiction. L’utilisation d’une fenétre
d’analyse est une des méthode les plus intuitives pour la mettre en ceuvre (voir par exemple [37]).
Toutefois, nous souhaitons de plus obtenir I'importance relative des positions dans cette fenétre
d’analyse. De plus, ces pondérations permettent de surmonter le probléme du choix de la taille de
la fenétre, & conditions que la fenétre d’origine soit assez grande, en attribuant des faibles poids
aux extrémités. Plusieurs méthodes de recherche de la pondération de la fenétre d’analyse ont été
proposées (voir [62, 55, B50]). Toutefois, aucune ne permet de calculer les pondérations & partir
des PSSM. Nous proposons d’appliquer ’alignement noyau/cible centré a cette problématique
en nous inspirant du noyau spécifique développé dans [62]. L’approche d’alignement noyau/cible
développée dans [62] s’applique aux séquences seules en introduisant un produit scalaire entre
acides aminés et une pondération de la fenétre d’analyse. Une fois ce produit scalaire "enlevé",
ce noyau correspond au noyau gaussien elliptique faisant le coeur de ce chapitre. I’apprentissage

des paramétres de ce noyau sur les PSSM par un alignement noyau/cible ne fournit qu’une
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pondération uniforme trivialeE] ce qui appelé la mise en ceuvre d’une approche alternative.

Les données :
Les données (PSSM) appartiennent a R?%? : chaque description est fournie par le contenu d’une
fenétre de taille 13 dont chaque position est codé sur 20 valeurs réelles. Nous souhaitons obtenir
la valeur des pondérations des positions dans la fenétre. La base de données contient plus de
80000 résidus.

Résultats :
La maximisation régularisée de l’alignement noyau/cible centré fournit des pondérations trés
satisfaisantes. La figure[4.6]les présente ainsi que celles disponibles dans la littérature. La méthode
de [50] repose sur une approche statistique, celle de [55] sur les poids virtuels dans un réseau de
neurones et, celle de [62] sur l'alignement de noyaux sur des séquences seules. Notre méthode est
la premiére & fonctionner directement sur les alignements multiples. On remarque le maximum

au centre et légérement plus de poids du coté de 'extrémité C-terminale de la séquence.

0 1 1 1 1 1

Position dans la fenetre d’analyse

FIGURE 4.6 — Pondération des positions de la fenétre d’analyse pour la prédiction de la structure
secondaire de protéines obtenues par différentes méthodes : en magenta [50], en bleu et en continu
[55], en bleu et en pointillés [62] et en rouge la maximisation de l'alignement noyau/cible centré.
Les courbes sont remises & I’échelle par une transformation affine pour faciliter la lisibilité.

Cette pondération a été utilisée dans ’article présenté en annexe [B] pour le calcul des prob-

abilités a posteriori d’appartenance aux différentes classes.

Résultat complémentaire :
Une application intéressante de 1’alignement noyau/cible centré est son utilisation pour calculer
un noyau adapté a une classe. En effet, cela permet de trouver les descripteurs qui sont discrim-

inants pour cette classe. Il apparait naturel de prendre une approche bi-classe un-contre-tous

1. Les données sont devenues trop éloignées de l'origine de ’espace de représentation, posant des problémes
pour 'algorithme de descente en gradient.
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pour Papprentissage des coefficients. Pour réaliser cette tache pour la classe k € [1,Q], il suffit

de choisir la cible définie par

Ktk (x, x/) = (—1)5y»k(1’5y’,k)+5y’,k(1*5y,k) .

La figure présente les pondérations obtenues par classe. Ces résultats concordent avec ceux
obtenus dans [50, 55].

0.085 T T T
Globale —+—
Helice (alpha)
Brin (beta) ---%---
Aperiodique (coil) &
0.08

0.075

0.07

0.065

0.06

0.055 L L L
-6 -

Position dans la fenetre d’analyse

FIGURE 4.7 — Pondération des positions de la fenétre d’analyse par alignement noyau/cible centré
par classe pour la prédiction de la structure secondaire des protéines.

4.4 Conclusion

Ce chapitre présente une nouvelle méthode de d’alignement noyau/cible. La sélection de
noyau par maximisation de l'alignement est tout d’abord présentée avant d’aborder le centrage
dans l'espace de représentation. Nous avons ensuite proposé une méthode de maximisation de
Palignement noyau cible/centré et d’un terme de régularisation. En plus d’une mise en ceuvre sur
un jeu de données jouet, nous avons présenté deux applications de la méthode & des données du
monde réel. Les expériences sur les données jouet ont montré que cette approche était compétitive
autant pour 'amélioration de la classification que pour la sélection de variables. L’alignement de
noyau sur les données de 'ENSTA Bretagne a permis d’obtenir un noyau adapté a ce probléme. La

plage de fréquences retenue est en accord avec les résultats théoriques sur la propagation des ondes
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sonores en milieu sous-marin. De plus, notre méthode est la premiére & permettre ’apprentissage
d’un noyau dédié a la prédiction de la structure secondaire des protéines directement exploitant

des PSSM.
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Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons proposé des méthodes de sélection de modeéle dédiées aux SVM
& colit quadratique. Elles combinent des techniques de parcours du chemin de régularisation et de
nouveaux critéres de sélection. La non-linéarité de la trajectoire des multiplicateurs de Lagrange
a requis la conception de solutions originales pour la mise au point des algorithmes de parcours
du chemin de régularisation de la fo-SVM et de la M-SVM?2. Des critéres de sélection de modéle
pour ces deux machines sont obtenus par extension de résultats de la littérature comme la borne
Span, la borne Rayon-Marge multi-classe et des approximations de l'erreur en généralisation.
Nous résumons ces contributions avant de discuter des perspectives.

Dans le chapitre [2| nous avons proposé une méthode de parcours du chemin de régularisation
pour la £5-SVM. Une fois ’ensemble des vecteurs support déterminé, les valeurs des multiplica-
teurs de Lagrange s’obtiennent comme solution d’un systéme linéaire. La résolution de ce systéme
est particuliérement efficace lorsque la matrice de Gram est de rang faible. Nous avons ensuite
présenté une heuristique permettant d’identifier les valeurs de A pour lesquelles il est important
de calculer les changements d’ensemble. Nous proposons l'intégration d’un critére de sélection
de modele qui est une approximation de l'erreur de validation croisée leave-one-out. Son calcul
s’effectue pour un coflit réduit dans la mesure ou il s’appuie sur ceux du parcours du chemin.
En conséquence du rang faible de la matrice de Gram (qu’il s’agisse de la matrice d’origine ou
d’une approximation choisie de maniére adéquate), le calcul du chemin de régularisation et celui
du critére de sélection ont une complexité linéaire en le nombre d’exemples. Nous avons égale-
ment proposé deux approximations de 'erreur en généralisation, 'une relative & la procédure de
validation croisée a V pas, 'autre au bootstrap .632+, afin de fournir des critéres de sélection
associés & des estimateurs de variance plus faible. Les résultats expérimentaux obtenus a ce jour
ne permettent pas de trancher entre les différents critéres.

Au chapitre [3] nous avons étendu l’algorithme de parcours du chemin de la ¢5-SVM 3 la
M-SVM?. Pour ce faire, nous avons introduit une nouvelle M-SVM des moindres carrés, la LS-
M-SVM, qui est & la M-SVM? ce que la LS-SVM est a la £5-SVM. Parmi les principales difficultés
posées par 'extension de l'algorithme, on note le fait que dans le cas multi-classe, les variables
d’écart ne sont plus contraintes en signe et la notion de vecteur support doit étre liée a la classe.

Nous avons aussi étendu la borne Span a la LLW-M-SVM et introduit deux approximations de
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Perreur de la procédure de validation croisée leave-one-out. Comme dans le cas bi-classe, ces
approximations utilisent I’hypothése d’invariance des vecteurs support. Cependant, 'obtention
de résultats satisfaisants nécessite 'introduction d’hypothéses additionnelles. Les expériences
établissent la pertinence des solutions que nous avons développées au sens ou les erreurs en test
correspondantes s’avérent trés proches du minimum de Derreur sur le chemin. Cette méthode
de sélection de modéle par parcours du chemin de régularisation est ici encore particuliérement
efficace pour les problémes ot 1a matrice de Gram est de rang faible. Pour les autres cas, 'espace
mémoire peut constituer un facteur limitant. Nous recommandons alors 'optimisation de la borne
Rayon-Marge, pour laquelle une solution efficace est fournie par la descente en gradient présentée
dans 'annexe [Al

Le dernier chapitre de la thése porte sur 'autre aspect de la sélection de modéle pour les
SVM : le choix du noyau. Ce sujet est naturellement intimement liée au précédent dans la mesure
ol un choix approprié du noyau est un prérequis pour une utilisation efficace du parcours du
chemin de régularisation. Nous avons proposé une méthode permettant de choisir un noyau
indépendamment de la machine. L’approche utilisée est celle de la maximisation de ’alignement
du noyau d’intérét (aprés centrage) et d’un noyau cible. Nous l'avons évaluée dans le cadre
de la détermination des valeurs des paramétres d’un noyau gaussien elliptique. Les résultats
expérimentaux, obtenus sur des données jouet et des données issues de problémes du monde réel,
valident la méthode. Elle produit conjointement un augmentation du taux de reconnaissance et
une sélection de variables douce.

Pendant la finalisation de ce manuscrit, notre attention a été attirée sur un article présentant
une approche que 'on peut considérer comme étant la duale de la nodtre. Alors que la méthode
de parcours du chemin de régularisation présentée ici se fonde sur une résolution exacte d’une
approximation du probléme, a aide de I’approximation de la matrice de Gram, celle de [52]
utilise une résolution approchée du probléme exact. La détection des transitions du chemin de
régularisation, dans cette approche, utilise des critéres de précision plutot que des critéres de

changement d’ensemble.

Perspectives

L’une des principales contributions de cette thése est la dérivation d’estimations de 'erreur
en généralisation des SVM & coiit quadratique. Une perspective naturelle est leur extension a
d’autres machines & noyau a cott quadratique. Celle qui s’impose d’abord & l’esprit est une
extension de la Kernel Projection Machine (KPM) [14]. Le lien central avec nos travaux réside
dans la méthode de construction de I’approximation de la matrice de Gram. Précisément, nous
pensons spécifier une variante de la KPM multi-classe [I01] pour laquelle la sélection de modéle
se fonde sur notre approche de ’estimation de 'erreur. Une autre de nos contributions, la LS-M-
SVM, appelle un développement naturel, son extension au cadre de apprentissage "multi-label".

Ce développement pourrait suivre 'approche proposée dans [74]. De plus, le calcul de l'erreur de la
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procédure de validation croisée qui est proposé dans la section est directement transposable
a ce cadre. Cette adaptation consiste en effet & abandonner la contrainte de sommation & zéro des
fonctions composantes tout en imposant des contraintes de bon classement pour chaque couple
exemple-label. Nous obtenons donc une formulation plus simple de la LS-M-SVM qui reste en
forme fermée, nous assurant la possibilité d’utiliser la méme technique de calcul de ’erreur.

Un second point intéressant soulevé par cette thése concerne 'approximation de la matrice de
Gram. En effet, sa construction nous assure qu’elle est définie positive, que le noyau le soit ou pas.
Elle doit donc permettre de relacher les contraintes sur le noyau, ce dont nous avons tiré parti en
considérant I’emploi d’un noyau conditionnellement défini positif : le noyau "thinplate" étudié
dans [I07]. Il est presque invariant par dilatation, une propriété particuliérement intéressante
pour P'apprentissage puisqu’une dilatation des données peut étre corrigée par une modification
de la valeur du coefficient de régularisation. On en mesure ainsi l'avantage dans le cadre du
parcours du chemin de régularisation. L’approximation du noyau proposée dans le manuscrit
(voir la section est telle que ’apprentissage n’est pas affecté négativement par ce choix,
tandis que les performances s’avérent a peine inférieures a celles du noyau RBF (voir Table .
Nous souhaitons approfondir notre compréhension de ce phénomeéne. Toujours dans le cadre
de lingénierie du noyau, nous projetons de nous inspirer de [37], et plus particuliérement des
travaux sur les fenétres glissantes récurrentes [9], afin de développer un noyau "récurrent" dédié au
données séquentielles. Sur un exemple synthétique, 'intégration des prédictions dans la fenétre
glissante a permis d’obtenir une augmentation significative du taux de reconnaissance. Cette
approche souléve un certain nombre de questions théoriques auxquelles il conviendra de répondre
avant de pouvoir effectuer une sélection de modéle.

Le dernier axe de ces perspectives, mais non le moindre, concerne le développement d’une
M-SVM dont chaque fonction composante est associée & un noyau différent. I’objectif est na-
turellement d’exploiter au mieux les spécificités des distributions des différentes catégories. Les
espoirs que nous placons dans une telle machine sont étayés par les bons résultats fournis par
I’alignement régularisé de noyaux centrés pour ’apprentissage de noyaux inspirés par la méthode
de décomposition "un-contre-tous" (voir le résultat complémentaire de la section . L’ex-
pression analytique de la classe de fonctions sous-jacente est (Hy, © 1) x ... % (HNQ <) 1), ou Ky

est le noyau associé a la catégorie k.
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Annexe A

Optimisation de la borne Rayon-Marge

multi-classe pour la sélection de modéle
de la M-SVM?

L’optimisation de la borne Rayon-Marge de la £>-SVM est une méthode de sélection de
modéle reconnue comme efficace (voir par exemple dans [27, [71] [39] [24]). Nous proposons dans
cette annexe une méthode permettant de sélectionner les hyperparamétres de la M-SVM? en
utilisant la borne Rayon-Marge multi-classe développée dans [63]. La majeure partie de 'annexe
est dédiée aux calculs des dérivées de cette borne. Ces calculs sont fortement inspiré de [27].

Nous concluons sur une discussion liée & la mise en ceuvre de cette méthode.

L’utilisation directe du théoréme [5] ne permet pas le calcul efficace des dérivées de la borne.
La réecriture de cette borne en utilisant ([1.14]), permet d’obtenir :

Q-1
Q

La présence de la forme quadratique va nous permettre une simplification trés intéressante.

ETT(C’U,l) < o ()\)T H ()\) (0% (A) -D2

m*

Toujours dans une optique de faciliter les calculs, nous posons :

w=aNHN\)al)
c=1In(1/X)
s=In(0).
L’utilisation du logarithme est une astuce couramment utilisée pour simplifier les calculs de

dérivées (voir par exemple dans [27] [71]). Toutefois ¢ et s ne seront utilisés que plus tard puisque

nous travaillerons avec un hyperparamétre quelconque 6 dont dépend /@\.E] Par simplicité, nous

1. Ne pas oublier que la borne Rayon-Marge n’est valable que pour les machines & marge dure. Si I’on travaille
avec une M-SVM?, le "noyau" a utiliser dans la borne Rayon-Marge est xy.
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omettons le coefficient % dans les calculs. Nous cherchons donc & évaluer la dérivée de R2w
c’est-a-dire :
OR?*w 8R2 w+ R? @
a0 — 00 00"

A.1 Dérivée du rayon

Le calcul de la plus petite sphére contenant I’ensemble des exemples d’apprentissage s’obtient

en résolvant le probléme de programmation quadratique suivant (voir section 10.7 de [104]) :

Probléme 19 (Rayon de la plus petite sphére contenant 'ensemble des exemples d’apprentis-
sage).
m m
R* =max Y Bikx (zi,2:) — > Bifjka (i, 7))
P = ij=1
i Bi=1
Viel[l,m]B; =0

D’aprés le lemme 2 de [27], si le maximum est unique alors la dérivée de R? par rapport 4 un
hyperparamétre s’exprime en fonction de 5 et de la dérivée de la matrice de Gram par rapport
a cet hyperparamétre. Soit 5* le vecteur de multiplicateurs de Lagrange optimaux alors nous
avons :

8R2 iﬁz Ok ( :L‘l,x2 Z ﬁz 8/@\ QIZ,SU]) (A1)
i,j=1
Dans le cas des noyaux RBF, il est possible d’utiliser ’approximation du rayon proposé dans

[28] : R? = 1+ \. Dans ce cas I'obtention de la dérivée est triviale.

A.2 Dérivée de w

La dérivée du terme de marge w s’obtient par I'intermédiaire de la dérivée de ag. Or d’apres

la proposition [9] en supposant que Ag () soit inversible, nous avons
aZ () =As (V) Ce.

Et d’apres la formule de dérivation de I'inverse d’une matrice, la dérivée de ag (A\) par rapport a

st dag () 0Ag (N)
Qg -1 £ a
50 —p % (A). (A.2)

En utilisant les notations de équation (8-33), a% (\)" Ag () a& (\) s’écrit :

=—Ac (V)

a2 (W Ag (V) ag (N) = —ag N Hee (V) ag (\) + ag (V)T M (AN + b (N Cag (X)) +b(\)T Db ().
=0 d’aprés
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La quantité ag ()\)T M7b (X) est elle aussi égale a zéro. En effet, chaque composante de ag ()\)T My
correspond & une somme par catégorie des multiplicateurs de Lagrange. Or d’aprés les contraintes

de la LLW-M-SVM, on sait que ces sommes sont identiques. Soit 7 cette somme, nous avons alors :
ag (N Mb (M) =n1gb(A) =0
puisque la somme des biais est égale & zéro. Il en résulte que
ad N Ae (V) a2 () = —ag N He e (V) ag (V) . (A.3)

En utilisant (A.2)) et (A.3), la dérivée de w par rapport & 6 exprimée en fonction de ag ()

est :

Ow dat (N Ag (N a& (\)

2 90
= ot ()" 22V () 120 )7 4e () 4e ) P Wz )
= a7 22 g
= —ae " LN () = oy P

) _O0Hee(N)
La derniére ligne s’obtient en remarquant que dAge(’\) = < 00 meQ
Ogme 0@
Ky

H=K,® <1Q — élqﬂé), la dérivée de w par rapport a ¢ s’exprime en fonction de <5 :

). De plus, puisque

A.3 Dérivée de K,

La dérivée de la borne Rayon-Marge dépend principalement de la dérivée de la matrice de

Gram. Il est possible de calculer les dérivées pour n’importe quel noyau différentiable par rapport
llarg— ;112
a ces hyperparameétres. Nous choisissons le noyau RBF sphérique habituel & (z;,z;) = e~ 2%

Le noyau k) est donc
Mzi—ay)?

K\ (:CZ', J:j) =e 2¢25 | e_céi,j

et ses dérivées par rapport & c et & s sont :

Ie] i,Tj -
Prlets) — o=23||a; — |y (i, )
Ialnti) — ey

La combinaison de (A.1) et de (A.4) permet d’exprimer les dérivées de la borne Rayon-Marge
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pour un colt particulierement faible. Les opérations les plus cotiteuses sont

— le calcul des formes quadratiques en « (\)

— la résolution du probléme quadratique pour trouver le diamétre.
Il est possible d’aborder le premier point en parallélisant, sans aucun effort, ce calcul. Le sec-
ond point peut étre évité en approchant la valeur du rayon par la formule donnée dans [28].
Toutefois, en pratique, le temps nécessaire pour ces calculs est négligeable devant le temps d’ap-
prentissage de la M-SVM?2. En effet, apprentissage de cette machine est relativement long. Elle
comporte beaucoup de vecteurs support et I’évaluation de la fonction objectif du primal, lors de

Papprentissage, est complexe (voir [63] pour plus de détails).

A.4 Remarque sur la mise en ceuvre

Pour le cas bi-classe, les simulations ont montré que la borne Rayon-Marge n’était pas con-
vexe. En effet, la borne Rayon-Marge peut présenter des plateaux pour les trés grandes ou trés
faibles valeurs de A rendant I'optimisation difficile. De plus, lorsque o est suffisamment grand,
il y a possibilité d’obtenir un minimum local de la borne. Ces résultats sont trés bien illustrés
dans [28]. Pour la borne Rayon-Marge multi-classe, les comportements sont similaires. Toutefois
les résultats obtenu en appliquant des algorithmes de descente en gradient sont trés satisfaisants
et c’est cette approche qui a été retenue par la communauté. Le choix de l'initialisation est
donc trés important pour s’assurer des résultats de la procédure d’optimisation. Par défaut,
nous choisissons ceux de [71]. Afin de réaliser cette procédure, I’algorithme de Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) a été retenu, comme dans [71]], puisque nécessitant peu d’itérations.
Pendant nos expériences, [’algorithme convergeait au bout d’une trentaine d’itérations ce qui est
un nombre du méme ordre que celui obtenu pour la borne Rayon-Marge bi-classe. Dans le cas
d’un noyau gaussien elliptique, I'optimisation de la borne Rayon-Marge se fait sur le coefficient
de régularisation et sur celui de dilatation du noyau elliptique. Cette méthode permet de garder
les poids relatifs des descripteurs trouvés par ’alignement de noyau tout en choisissant la largeur
de bande la plus adaptée au classifieur. En effet, I'alignement de noyau & tendance & fournir
un noyau requérant une petite valeur de A pour obtenir de bonnes performances, ce qui rend
I’apprentissage difﬁcileE].

La procédure de minimisation de la borne Rayon-Marge a été implantée en utilisant la librairie
de BFGS écrite par Okazaki http://www.chokkan.org/software/1iblbfgs/ et le solveur de M-
SVM MSVMpack|[76].

1. Les solveurs classiques convergent plus lentement avec les petites valeurs de A


http://www.chokkan.org/software/liblbfgs/

Annexe B

Estimating the Class Posterior
Probabilities in Biological Sequence

Segmentation

Abstract :
To tackle segmentation problems on biological sequences, we advocate the use of a hybrid ar-
chitecture combining discriminant and generative models in the framework of a hierarchical
approach. Multi-class support vector machines and neural networks provide a set of initial pre-
dictions. These predictions are post-processed by classifiers estimating the class posterior prob-
abilities. The outputs of this cascade of classifiers, named MSVMpred, are then used to derive
the emission probabilities of a hidden Markov model performing the final prediction. This article
deals with the evaluation of MSVMpred both as a stand alone classifier, i.e., according to the
recognition rate, and as part of a hybrid architecture, i.e., with respect to the quality of the

probability estimates.

Introduction

We are interested in problems of bioinformatics which can be specified as follows : a biological
sequence must be split into consecutive segments belonging to different categories given a priori.
This class contains problems of central importance in biology such as protein secondary structure
prediction, alternative splicing prediction, or the search for the genes of non-coding RNAs. To
tackle it, we advocate the use of a hybrid architecture combining discriminant and generative
models in the framework of a hierarchical approach. It was first outlined in [56], and was later
developed by the community (see for instance [81]). Discriminant models compute estimates of
the class posterior probabilities based on local information extracted from the sequence (or a
multiple alignment). These estimates are then post-processed by generative models, to produce

the final prediction. The class of problems of interest further suggests a specific organization of
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the discriminant models : a first set of classifiers performs predictions based on the content of
a window sliding on the sequence, and a second set combines and filters these predictions. The
most successful instance of this “cascade” architecture, MSVMpred [64], is built as follows : the
first level predictions are made by multi-class support vector machines (M-SVMs) [61] and neural
networks (NNs) [88], the second level ones by “combiners” selected according to their capacity.

The present work aims at assessing the potential of MSVMpred through comparative studies.
The assessment regards both the recognition rate and the quality of the probability estimates.
Experiments are performed on synthetic data and in protein secondary structure prediction. The
performance of reference is provided by the standard pairwise coupling procedure [67] applied
to the (post-processed) outputs of bi-class support vector machines (SVMs) [32]. The results
highlight the potential of MSVMpred and by way of consequence our hybrid architecture. The
organization of the paper is as follows. Section is a general introduction to MSVMpred. The
basic experimental protocol is detailed in Section [B.2] Section provides results obtained on
synthetic data. Experimental results in protein secondary structure prediction are exposed in
Section [B.4] and we draw conclusions in Section

B.1 MSVMpred

Let X be a non empty set and @ € N\ [0,2]. X and [1, Q] are respectively the description
space and the set of categories of a discrimination problem characterized by a X x[1, Q J-valued
random pair (X, Y’) whose distribution is unknown. All the knowledge regarding this distribution
is provided by a set of labelled data. This set is used to select in a given class of functions a
function assigning a category to the descriptions with minimal probability of error (risk). When
the learning problem is formulated in that way, MSVMpred is simply defined as a two-layer
cascade of classifiers with domain X and range the unit () — 1)-simplex. M-SVMs and NNs
produce initial predictions which, after a possible post-processing, are exploited by classifiers of

appropriate capacity estimating the class posterior probabilities.

B.1.1 Multi-class support vector machines

M-SVMs are multi-class extensions of the (bi-class) SVM which do not rely on a decomposi-
tion method. As models of pattern recognition, they are characterized by the specification of a

class of functions and a learning problem.

Définition 23 (Class of functions H, ). Let  be a real-valued positive type function [13] on X?
and let (Hy, (-, )m,.) be the corresponding reproducing kernel Hilbert space. The class of vector-

valued functions on which a Q-category M-SVM with kernel k is based is the class
H/{,Q - (H/{ @ {1})Q

where {1} is the space of real-valued constant functions on X.
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Hy,q is a class of mulivariate affine functions on H,. Indeed,

Vh € Hyq, Ve € X, h(z)=h(z)+b= (k& (z,))H, —i—bk)lgng,

where h = (hy) € HY and b = (bk)1<keq € R,

1<k<Q

Définition 24 (Generic model of M-SVM, Definition 4 in [61]). Let X' be a non empty set and
Q € N\ [0,2] Let k be a real-valued positive type function on X? and let H, g be the class
of functions induced by k according to Definition . For m € N*, let dim = ((%4,¥i))1<icm €
(X x[1,Q])™ and £ € RO™ with (f(i_l)Q‘Hﬁ)léiém = 0. A Q-category M-SVM with kernel k
and training set d, s a discriminant model trained by solving a convex quadratic programming

problem of the form

Probléme 20 (Learning problem of an M-SVM, primal formulation).

Q
wia sl 23l |
’ k=1
Vie[l,m], Vk €[1,Q]\{vi}, Kihy, (xi) — b (7)) > K2 — §i-1)Q+k
Vi e [[Lm]]u \V/(k?,l) € ([[]-a QH\ {yl})27 K3 (f(i—l)Q-‘rk - E(i—l)Q-H) =0
Vi e [[Lm]]’ Vk € [[LQ]]\ {yz}a (2 _p) g(i—l)Q-i-k' =0
(1K) S, by =0

where A € R, (K1, K3) € {0, 112, and Ky € R M is a Qm x Qm matriz of rank (Q —1)m
such that for all i in [1,m], its column of indezx (i — 1) Q + y; is equal to Ogm. p € {1,2} and if

s.t.

p =1, then M 1is a diagonal matriz.

If the problem of deriving class posterior probability estimates from the outputs of an SVM,
in the bi-class case, or a set of SVMs, in the multi-class case, has been frequently addressed, this
is not the case for the M-SVMs.

B.1.2 Second level discriminant models

Several options are available to perform the second level predictions. Both the polytomous
logistic regression (PLR) model [68] and the linear ensemble methods (LEMs) [59] estimate
the class posterior probabilities. Under mild hypotheses, this property is shared by many NNs,
among which the most common one, the multi-layer perceptron (MLP) (see for instance [8§]).
All three models are assessed separately in our experiments. We have introduced them in order
of increasing capacity [60]. Indeed, the PLR is a linear separator. An LEM combines @Q-category
classifiers taking their values in the unit (@ — 1)-simplex. To combine classifiers that do not
exhibit this property, such as the M-SVMs, the introduction of an intermediate step of post-

processing is required, which can give birth to a nonlinear separator (in the space where the
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M-SVM M D Kl K2 Kg
WW-M-SVM | Ig,, (dn) 1 1 1 0
CS-M-SVM | giqlgm(dn) 1 1 1 1
LLW-M-SVM | I, (dp) 1 0 o4 O
M-SVM? M® 2 0 g5 O

TABLE B.1 — Specifications of the four M-SVMs used as base classifiers in MSVMpred

outputs of the base classifiers live). At last, an MLP using a softmax activation function for the
output units and the cross-entropy (CE) loss (a sufficient condition for its outputs to be class
posterior probability estimates) is an extension of the PLR obtained by adding a hidden layer.
The boundaries it computes are nonlinear in its input space. The availability of classifiers of
different capacities for the second level of the cascade is an important feature of MSVMpred. It
makes it possible to cope with one of the main limiting factors to the performance of modular

architectures : overfitting.

B.2 Experimental protocol

When computing polytomies with SVMs, the standard way to derive class posterior proba-
bility estimates consists in combining the one-against-one decomposition scheme with pairwise
coupling [67]. For each x € X, the (6’22) outputs of the SVMs are post-processed by a parameter-
ized sigmoid [85] to provide estimates of the probabilities P(Y =k | Y € {k,l}, X = x). These
estimates are then used to derive estimates of the probabilities P (Y = k | X = z) by means of a
maximum likelihood procedure.

The implementation of MSVMpred involves the four main models of M-SVMs as base clas-
sifiers, i.e., the models of Weston and Watkins (WW), Crammer and Singer (CS), Lee and
co-authors (LLW), and the M-SVM? (see [61] for a survey). Let Igm, (dy) and M) designate
two instances of M whose general term m;_1)g4k,(j—1)Q+1 15 respectively d; 0k (1 — dy, ) and
(1 —=0y,.x) (1 — 5yj,l) <5k,l + 6@_—11) 0i;, where ¢ is the Kronecker symbol. The formulations of
the aforementioned M-SVMs as instances of the generic model correspond to the values of the
hyperparameters reported in Table

Unless otherwise specified, the SVMs and M-SVMs implemented use a spherical Gaus-

sian kernel. To post-process the outputs of the M-SVMs prior to presenting them in in-
put of an LEM, we resorted to the PLR. Besides the pairwise coupling, the set of mod-
els providing the performance of reference is made up of the PLR, the MLP, and an M-
SVM (precisely the CS-M-SVM) post-processed by the PLR. The MLP, as a universal ap-
proximator, has the potential to approximate the probabilities, and thus the Bayes classi-
fier, arbitrarily well. Its performance is limited by the efficiency of the back-propagation al-
gorithm. For a classifier g from X into the unit (Q — 1)-simplex, the empirical CE measured
on (T4, %)) 1<icm 8 —m Doiey gzlP(Y =k | X =x;)In(gg (x;)) when the probabilities are
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FicurE B.1 — Prediction accuracy as a function of the training set size

known, —% o In(gy, (x;)) otherwise. This quantity is used to assess the accuracy of the prob-
ability estimates. The significance of the differences in recognition rate is measured by means of

the two sample proportion test.

B.3 Experiments on synthetic data

We used an instance of the 10-category problem studied in [48]. In this problem, the cate-
gories are equiprobable and their probability density distributions are 20-dimensional Gaussians.
The means of the Gaussians are randomly generated from a uniform distribution on [0, 1]20.
The covariance matrices are also random. For each of them, the eigenvectors are generated
from a uniform distribution on the unit sphere of R?° subject to orthogonality constraints.
The square-roots of the eigenvalues are drawn from a uniform distribution on [0.01,1.01]. Our
Monte Carlo estimates of the risk and entropy of the Bayes classifier : E(x y) [~ In (P (Y | X))] =
Ex [— Zgzl PY=k|X)In(P(Y =k| X))} are respectively 0.50% and 0.0142. For these ex-
periments, the NN used as base classifier, in parallel with the M-SVMs, is an MLP. To train
MSVMpred, the training set is split into two subsets. Three quarters of the data are used for the
base clagsifiers and their possible post-processing, the rest for the combiner. This decomposition
is also the one used for the pairwise coupling. On the contrary, in the case when the CS-M-SVM
alone is post-processed by the PLR, since no combiner is to be trained, the M-SVM and its
post-processing are respectively trained on the first and the second subset. The test set is made
up of 60000 examples. Figure displays the prediction accuracy as a function of the training

set size m, for all the classifiers but the PLR (alone), discarded for lack of performance. For m
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large enough (over 5000), the three variants of MSVMpred are uniformly superior to the pair-
wise coupling in terms of CE. The most efficient variant is the one of lowest capacity (PLR). For
m > 10000, its recognition rate is superior to that of the second best classifier with confidence
exceeding 0.95. MSVMpred seems capable of making the best of the complementarity of the
base classifiers, since this gain is not obtained at the expense of the quality of the probability
estimates. Indeed, the CE of the best variant is inferior to that of the MLP (alone), until both

values become indistinguishable (for m > 15000).

B.4 Protein secondary structure prediction

Predicting the secondary structure of a protein is a three-category discrimination task con-
sisting in assigning a conformational state a-helix, S-strand or aperiodic (coil), to each residue
(amino acid) of its sequence. In that context, the two levels of classification performed in cas-
cade correspond respectively to a sequence to structure prediction and a structure to structure
prediction. State-of-the-art prediction methods exhibit a recognition rate around 80%, whereas

the best cascades published so far remain slightly below 78%.

B.4.1 Sequence-to-structure classification

For this classification, deriving the predictors from a multiple alignment rather than from
the sole sequence of interest makes it possible to incorporate some evolutionary information.
The descriptions of the residues of a protein sequence are thus derived from the corresponding
position-specific scoring matrix (PSSM) produced by PSI-BLAST [5]. To generate the PSSMs,
the version 2.2.25 of the BLAST package is used. Choosing BLAST in place of the more recent
BLAST+ offers the facility to extract more precise PSSMs. Three iterations are performed against
the nr database with an E-value inclusion threshold of 0.005. The nr database is filtered by pfilt
[70] to remove low complexity regions, transmembrane spans and coiled coil regions. Since a
sliding window is used, the description of a residue is thus obtained by appending consecutive
rows of the PSSM associated with the sequence to which it belongs. To dedicate the M-SVMs
to the task of interest, we chose an elliptic Gaussian kernel weighting differently the positions of
this window. To set the values of the weights, we applied a straightforward multi-class extension
of the kernel target alignment. We had to center the data in the feature space according to the
formula given in [29], and to penalize the corresponding objective function with the ¢ norm of
the weighting vector. This kernel was also used by the SVMs involved in the pairwise coupling.
To exploit the sequential nature of the data, the NN we used as additional base classifier was a

recurrent one : the bidirectional recurrent neural network (BRNN) [10].

B.4.2 Structure-to-structure classification

As usual when applying structure-to-structure classification, the predictors are provided by

the content of a window sliding on the outputs of the sequence-to-structure classifiers. For the
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PLR MLP BRNN CS-M-SVM | Pairwise MSVMpred
+ PLR coupling | PLR LEM MLP BRNN
Q3 (%) 725 76.1 77.0 77.0 76.6 782 779 781 78.1
CE 0.674 0.585 0.568 0.578 0.581 0.542 0551 0.537 0.548
Ca 0.62 0.71 0.72 0.72 0.71 0.74 074 074 0.74
Cs 0.55 0.61 0.62 0.62 0.61 0.64 064 0.64 0.64
Ceoil 0.54 0.57 0.58 0.99 0.58 0.60  0.60  0.60 0.60
Sov99 (%) | 67.7  68.7 71.3 71.2 71.4 746 743  73.8 73.7

TABLE B.2 — Performance of MSVMpred in protein secondary structure prediction

PLR and the MLP specifically, they are weighted according to their position in their window.

The weighting is derived in the same way as the one of the elliptic Gaussian kernel.

B.4.3 Experimental results

The data set is CB513, a standard benchmark made up of 513 sequences for a total of 84119
residues. The secondary structure assignment was performed by the DSSP program, with the
reduction from 8 to 3 conformational states following the CASP method. The first and second
sliding window, centered on the residue of interest, have a size of 13 and 15 respectively. A
seven-fold cross-validation procedure was implemented. At each step, two thirds of the training
set were used to train the sequence-to-structure classifiers and their possible post-processing,
and one third to train the combiner. This decomposition was also used for the pairwise coupling.
Since a secondary structure prediction method must fulfill specific requirements in order to be
useful for the biologist, two performance measures were added to the recognition rate (Q3) and
the CE : the Pearson correlation coefficients C, /3/coi1 and the segment overlap measure (Sov’99).
Results are gathered in Table

The Q3 of each variant of MSVMpred is statistically superior to that of the pairwise coupling
and all the single classifiers with confidence exceeding 0.95. The value of the CE confirms this
superiority. In comparison with the results obtained on the synthetic data, a nice feature is that

all variants of MSVMpred perform equally well. Model selection is not an issue here.

B.5 Conclusions and ongoing research

This article has illustrated the potential of MSVMpred as discriminant model performing
the low-level processing of the data in our hybrid architecture dedicated to biological sequence
segmentation. In protein secondary structure prediction, its performance is slightly superior to
that of the best cascades published so far, and significantly superior to that of pairwise coupling,
or single classifiers. An appropriate choice of the combiner, governed by the concern of capacity
control, could optimize jointly the recognition rate and the quality of the class posterior prob-

ability estimates. We are currently working on increasing the scope of MSVMpred in biological
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sequence segmentation without loss of control on its generalization performance.
The authors would like to thank C. Magnan for providing them with the 1D-BRNN package.



Notations

Cadre théorique
0 Nombre de catégories
X Espace de description des données

Y ... Ensemble de catégorie. {—1,1} dans le cas bi-classe et [1, Q] dans multi-classe & Q

catégories.

P Mesure de probabilité sur ’espace produit X x )
P Distribution marginale de P sur X
(XY ) Couple aléatoire distribué suivant P
G ... Classe de fonction de X dans R dans le cas bi-classe) et dans R¥ pour le cas
multi-classe

[ Fonction de décision allant de X dans Y et associée & une fonction de G
Dy m~échantillon constitué de copies de (X,Y’) indépendantes
22 P Taille du m-échantillon
{(Tiyys) (1 <a<MY o Réalisation de Dy,
7 T Indices d’exemples
K Indice de catégorie
L G T Noyau symétrique défini positif
5 P R = RKHS associé au noyau k
Hooo Espace vectoriel correspondant a (Hy, (-, ), ) dans le cas bi-classe et a

(H,, (-, -)u,.)¥ dans le cas multi-classe

H oo Espace affine constitués de H en somme direct avec les fonctions constantes
P Fonction de H
B Fonction de H

A Coefficient de régularisation

C Coefficient de marge douce (C = })
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e Vecteur de variable d’écart
() e Fonction troncature : (-), = mazx (0,-)
B .. Vecteur des variables duales associées au contrainte de bon classement du probléme

d’apprentissage exprimé avec A

a .. Vecteur des variables duales associées au contrainte de bon classement du probléme

d’apprentissage exprimé avec C (o = g)

0 Marge de la SVM

my (m—) ......... Nombre d’exemples de la catégorie positive (respectivement négative)
Chemin de régularisation

€ (A) Ensemble des indices des variables duales susceptibles de changer de valeur & un A

donné.

Be (A),as (A) .. Vecteur des multiplicateurs de Lagrange (« ou () associés aux exemples
d’indice dans E

Ag oo, Matrice du systéme de Kuhn-Tucker (Notée Ag (A) lorsqu’elle dépend de \)
7 R Variables intermédiaires pour l'obtention des multiplicateurs de Lagrange
R, Matrice de rang r servant a approcher H (e)
T e Rang de l'approximation H, (€)

Err(el) Erreur de validation croisée leave-one-out

S, Span du point p : distance, dans 1’espace de représentation, de ’exemple p a 'espace

engendré par les vecteurs support (privés de p)
Sk + e Span de p relativement a la catégorie k

M. 8(5” Yo Majoration de 'erreur d’approximation de ’erreur de validation croisée

leave-one-out

Alignement de noyau

A () Alignement de noyau/cible

T Alignement empirique de noyau/cible

B e e e e e e e e noyau centré associé a K

F 0 Alignement de noyaux centrés

Voo Coefficient de régularisation de I'alignement régularisé de noyaux centrés
Matrices

L Vecteur de R™ dont chaque composante vaut 1

|72 2 PP Vecteur défini par (V;);c.s
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Mz 7 Matrice définie par (Miyj)ieeljeej' Si un des 2 indices est remplacé par un point
(- ), ceci correspond a toute la ligne/colonne en question.
() e Produit de Hadamart

o P Produit de Kronecker
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Résumé

La sélection de modéle est un théme majeur de 'apprentissage statistique. Dans ce manuscrit,
nous introduisons des méthodes de sélection de modéle dédiées & des SVM bi-classes et multi-
classes. Ces machines ont pour point commun d’étre & cofit quadratique, c’est-a-dire que le terme
empirique de la fonction objectif de leur probléme d’apprentissage est une forme quadratique.
Pour les SVM, la sélection de modéle consiste & déterminer la valeur optimale du coefficient de
régularisation et a choisir un noyau approprié (ou les valeurs de ses parametres).

Les méthodes que nous proposons combinent des techniques de parcours du chemin de régu-
larisation avec de nouveaux critéres de sélection. La thése s’articule autour de trois contributions
principales. La premiére est une méthode de sélection de modéle par parcours du chemin de
régularisation dédiée & la ¢5-SVM. Nous introduisons & cette occasion de nouvelles approxima-
tions de l'erreur en généralisation. Notre deuxiéme contribution principale est une extension de
la premiére au cas multi-classe, plus précisément a la M-SVM?. Cette étude nous a conduits
a introduire une nouvelle M-SVM, la M-SVM des moindres carrés. Nous présentons également
de nouveaux critéres de sélection de modéle pour la M-SVM de Lee, Lin et Wahba & marge
dure (et donc la M-SVM?) : un majorant de I'erreur de validation croisée leave-one-out et des
approximations de cette erreur. La troisiéme contribution principale porte sur 'optimisation des
valeurs des paramétres du noyau. Notre méthode se fonde sur le principe de maximisation de
Palignement noyau/cible, dans sa version centrée. Elle I’étend a travers 'introduction d’un terme
de régularisation.

Les évaluations expérimentales de I’ensemble des méthodes développées s’appuient sur des
benchmarks fréquemment utilisés dans la littérature, des jeux de données jouet et des jeux de
données associés a des problémes du monde réel.

Mots-clés: Apprentissage, Discrimination, Machine a vecteurs support (SVM), Machine a
vecteurs support multi-classe (M-SVM), Sélection de modeéle, Chemin de régularisation



Abstract

Model selection is of major interest in statistical learning. In this document, we intro-
duce model selection methods for bi-class and multi-class support vector machines. We focus on
quadratic loss machines, i.e., machines for which the empirical term of the objective function
of the learning problem is a quadratic form. For SVMs, model selection consists in finding the
optimal value of the regularization coefficient and choosing an appropriate kernel (or the values
of its parameters).

The proposed methods use path-following techniques in combination with new model selec-
tion criteria. This document is structured around three main contributions. The first one is a
method performing model selection through the use of the regularization path for the £5-SVM. In
this framework, we introduce new approximations of the generalization error. The second main
contribution is the extension of the first one to the multi-category setting, more precisely the
M-SVM?. This study led us to derive a new M-SVM, the least squares M-SVM. Additionally,
we present new model selection criteria for the M-SVM introduced by Lee, Lin and Wahba (and
thus the M-SVM?2). The third main contribution deals with the optimization of the values of
the kernel parameters. Our method makes use of the principle of kernel-target alignment with
centered kernels. It extends it through the introduction of a regularization term.

Experimental validation of these methods was performed on classical benchmark data, toy
data and real-world data.

Keywords: Machine learning, Classification, Support Vector Machine (SVM), Multi-category
Support Vector Machine (M-SVM), Model selection, Regularization path
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